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"At this point we wish to emphasize that the fact that the
spin rotations and Lorentz transformations are related is
entirely based on experimental observations. From a theore-
tical viewpoint there is no a priori reason why this should

be so."

"Phis last restriction is quite essential to prevent cer-
tain absurdities - without it we should have

(1—w) + (w-w2)+ (w"'-.wa) + - = |,

in which an infinite sequence of negative numbers has posi-

tive sum."
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I Introductie

Toen ik na bestudering van [de Wit, 1981], het artikel
[Trautman] las dacht ik "zo zou ik het niet doen". Aan die
gedachte dankt deze scriptie haar bestaan.

Er zijn drie soorten_theorieén die de naam ijktheorieen
verdienen:
(i) Yang-Mills theorieén, _
(ii) (super-) gravitatie theorieen met zogenaamde con-

ventional constraints op de velden,
(iii) (super-) gravitatie theorieen zonder dergelijke
constraints.

Theorieén uit de laatste twee klassen komen in paren voor:
bij iedere theorie met constraints hoort er éé&n zonder,

en vice versa. In [de Wit, 1981] en [de Wit, 1982] wordt
een methode beschreven om gegeven een Yang-Mills theorie
daarbij een gravitatie theorie met constraints te construe-
- ren. Deze scriptie modificeert dezelfde'Yang~Mills theorie
"tot de corresponderende gravitatietheorie zdnder de con-
straints die bij de Wit nodig zijn. : | |

Normale gravitatie kent twee formuleringen: 2e orde en e
orde formulering. 2e orde formulering is de normale formu-
lering van gravitatie als theorie van het Riemann-oppervlak,
en 1e orde formulering wordt ook wel het Palatini-formalisme
genoemd. In deze scriptie zullen we de 2e orde vorm van
gravitatie Einstein gravitatie, en de 1e orde vorm Einstein-
Cartan gravitatie noemen. Deze twee theorieén vormen het
prototype van corresponderende gravitatietheorieen met, res-
pectieVelijk ZOnder, constraints. [Trautman] geeft een vezel-
bundelformulering van Einstein-Cartan gravitatie, maar staat
daarbij verder af van de vezelbundel beschrijving van Yang-
Mills theorie dan de (equivalente) beschrijving hier, van
Einstein-Cartan gravitatie in termen van vezelbundels.

Er bestaan veel péfallelen tussen Yang-Mills theorie en




gravitatie. Vaak,ﬁref je dan ook lijstjes aan met in twee
kolommen corresponderende begrippen uit een Yang-Mills theo-
rie en een gravitatie theorie. Een voorbeeld hiervan uit
[Misner] (box 15.1 H/I): '
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figuur (I1.1)

Om deze reden duidt men beide soorten theorieén vaak aan
als ijktheorieen. Toch gaat het meer om analogieen, dan
"dat beide soorten theorieen een speciaal geval zijn van
een algemener concept.

Toch geven veel auteurs een beschrijving van gravitatie

als ijktheorie, of, omdat het wiskundige object bij Yang-
Mills theorie de vezelbundel is, gravitatie als vezelbundel-
theorie. Het is verbazingwekkend hoe uiteenlopend dergeli jke
beschrijvingen zijn. Er is echter in zowel ijktheorieen

als vezelbundeltheorieeén een element waarmee dergelijke
theorieen makkelijk te classificeren zijn: een groep. Uit

de overzichtsartikelen [Basombrio] en [Ivanenko] heb ik

de verschillende groepen (bij Einstein (~Cartan) gravitétie)




eens geinventariseerd en in een diagram gerangschikt:

in inclusiediagram Basombrio Ivanenko
). o(4) .
80(3,1) 0 0(1,3) | S0(3,1) |~
GL(4) ' GL(4) - GL(4,R)
T(4) R 50(3,1)| 10(1,3) P
T(4) W GL(4) ' CIGL(4) o GA(4,R)
T(4) X 50(3,1) T(4) X 0(1,3)
T(4) X GL(4) T(4) X GL(4) |
S0(4,1) ) S0(4,1)
GL(5) o | GL(5,R)
P(4) x 50(3,1)' : > T(4) X GL(4) .
- P(4) 50(3,1) > M > GL(4)
1 1
T p(a) 4 s0(3,1) — T(4) > GL(4)
i | -
SO(4,1) > GL(5)

figuur (I.2)

(Hierin is M het Product van de Lorentzgroep, en de dila-
_ tatiegroep, en heb ik de mespectievelijke voorkeuren van
Basombrfo en Ivanenko omlijnd)
De meeste van de theorieén die met deze groepen correspon-
‘deren hebben -als eigenschap dat ze voor die ene groep gemaakt
zijn: Er wordt geen algemeen mechanisme gegeven om'bij een
symmetriegroep van ruimtetijd een gravitatie theorie te .
construeren. " , ,
In [de Wit, 1981], [de Wit, 1982] en hier worden ook een
stel groepen (met inclusies daartussen)bekeken, maar nu




correspondeeft wel systematisch iedere groep met een gra-
vitatietheorie:

Inclusies

Poincarégroep o f : - B

conforme groep

superconforme groep
N=1

superconforme groep
N=2

'

figunr (I.3)

In deze scriptie is Einstein—Cartan theorie de ijktheorie
van de Poincarégroep. Artikelen waarin dit gezichtspunt
ook wordt gepresenteerd zijn:

(i) [Kibble]. Dit is het standaard artikel over dit onder-
werp. Vooral aardig door de noot op paglna 216:

"By analogy with (2.6) we should expect the cova-
riant derivative to have the form
Yik = SM Mmt § AV SH X - A% X
Because of the appearance of derivatives, the first
and | last terms can be combined in the form
h * X, wnere h'= SiM - A% "
Volgens de gemiddelde fysicus is met dit artikel
het onderwerp elgenllgk afgesloten.

(ii) [Cho, 1976, 2]. Dit is vrijwel het gezichtspunt hier.
Waar ik het niet mee eens ben is dat hij Einstein-
gravitatie beschouwd als de ijktheorie van T(4),
de translatiegroep van de Minkowskiruimte. Dit geeft
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-namelijk aanleiding tot een verkeerde koppeling van
gravitatievelden aan spinoren.

¥* ¥ ¥

De inhoud van deze écriptie is volgens mij:
¢a) wiskundig waar.

De beschrijving van transformatieregels in termen van
infinitesimale transformaties is enigzins oppervlakkig,
maar dermate standaard dat ik hem niet heb gemodificeerd ~
(bijv. met ordesymbolen). Hij wordt in paragraaf 2 rigo-
reus onderbouwd.
De mogelijkheid om in paragraaf 10 een theorie van super-
groepen, supervarieteiten en supervezelbundels te geven
is niet aangegrepen (want een beetje buiten het onder-
werp), maar er wordt ook niet echt gepretendeerd dab
er zo iets uberhaupt bestaat.

(b) wiskundig oninteressant.

In paragraaf 2 en paragraaf 7 worden wel wat resultaten
over de objecten bij een ijktheorie bewezen, maar dit
is meer om de paraf%l met de resultaten uit de conven-
tionelere formulering duidelijk te maken. Het bewijzen
hiervan is rechttoe, rechtaan. '

(¢) fysisch waar.

Deze scriptie geeft voor géwone gravitatie een beschrij-
ving van Einstein-Cartan gravitatie (gecontrasteerd
met de methode bij de Wit die Einskein-gravitatie op-
levert). Einstein en Einstein-Cartan gravitatie zijn
(nbg) niet experimenteel onderscheidbaar, maar op es-
thetische gronden prefereren de meeste fysici de laatste
als de meest plausibele gravitatietheorie. -

(d) fysisch oninteressant. _
De theorieen die in hoofdstuk IV worden geconstrueerd
zijn (i) al bekehd en (Ii) te groot om ooit interessant
te kunnen zijn (zie (10.4)). Fysici willen Jjuist graag

constraints (liefst als gevolg van de veldvergelijkingen)
om de theorie irreducibel en dus hanteerbaar te houden.




Toch vind ik de conmstructie uit paragraaf 8 esthetischer
dan die uit paragraaf 3.
Voordelen: - ' _

(i) Niet e,” is het ijkveld, maar eu* $." . Dit heeft
als gevolg dat in het vlakke geval alle ijkvelden
nul zijn, en miet een stel juist één. '

(ii) Algemene codrdinatentransformaties vallen (op'éen
index na) met geijkte translaties samen, in plaats
van een ingewikkelde veldafhankelijke combinatie
van alle ijktransformaties te zijn.

" {iii) De transformatieregels zijn intrinsiek en worden
' niet door modificatie gevormd. In het laatste geval
is het niet zo duidelijk wat de ongemodificeerdé
‘ theorie betekent. _

(iv) Er is geen keuze van een stel constraints, en een
splitsing in onafhankelijke en afhankelijke velden
nodig} |

De prijs die hiervoor moet worden betaald is een niet voor
de hand liggende definitie voor dévcomponentenkvan wel voor
de hand liggende abstract meetkundige objecten.

Van deze scriptie zijn paragraaf 1 en de paragrafen 3 tot
en met 6 voor een groot deel overgeschreven uit (de wWit, 81]
en [de Wit, 82] en komt paragraaf 2 voor een groot deel

uit [Pijls]. Ik heb zoveel mogelijk de conventies van

[de Wit, 82] en [Pijls] gevolgd.

De onderwerpen van de verschillende paragrafen blijken dui-
delijkvuit de titels ervan. De kern van het idee achter
deze scriptie staat in (7.1), (7.2) en (7.3). De afhanke-
1ijkheden tussen de verschillende paragrafen blijkt uit
onderstaand diagram. ' |

(Als in een paragraaf wordt voortgegaan op de stof in een
andere paragraaf steunen de corresponderende blokjes op
elkaar. De wiskundige paragrafen 2 en 7 zijn gearceerd,




de fysische paragrafen niet.)
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figuur (I.4)




II »Yang—Mills theorie

1 Conventionele formulering

Het uitgangspunt van de constructie van een Yang—Mills'theorie
is een'eindig-dimensionalé Lie groep. De structuur hiervan
wordt voor een groot deel bepaald door de commutatierelaties

(ks kpl= 5 Ec .

waarin de tA de genefatoren van de Lieégroep, de basisele-
menten van de bijbehorende Lie-algebra, zijn in een zekere
representatie. DeIZABC heten de structuurconstanten van die
Lie-algebra. " '

De Yang Mills theorie bij deze groep bestaat nu uit de ijk-

. velden of Yang Mills,velden\J“A. Deze ijkvelden transformeren
onder infinitesimale ijktransformaties met ruimte-tijd af-
hankelijke parameters AA als |

M

A A | B AC
SW, A = AL, A W,.® AS . (1.2)
Met de ijkvelden worden de krommingstensors‘of veldsterkten

R,uy A = Q/LWVA - QyW/@A - BBCA W,LB wyc (1.3%)

gedefiniéerd. Deze hebben als eigenschap covariant te trans-
formeren als

| ; C
SK/A.V'A =;—. quA R/AWBA . (1.4)

Met behulp van de krommingstensor wordt tenslotte de Yang-
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Mills_Lagrahgéaan en corresponderende veldvergelijkingen -
voor de ijkvelden gedefinieerd. - |

Een Yang-Mills thebrie kan worden gekoppeld aan extra velden.
Deze velden vormen op zich een theorie die de gegeven groep
als globale symmetriegroep heeft. Deze bestaat uit de materie-
velden & die waarden in de representatieruimte van de Ep
hebben en dus transformeren als

S¢=AAL’A+ o o (1.5)

Het toevoegen van de Yang-Mills velden kan dan gezien wofden
als een modificatie van de theorie waardoor de symmetrie
locaal wordt. Hiertoe wordt de covariante afgeleide

Dot = 2~ WuhErd BRCKS

gedefinieerd met als transformatie
SD.d = A%k, Dud (1.7

De covariante afgeleide is nu de bouwsteen voor de Lagrangeaan,
en dus de veldvergelijking voor de 4) en h&ﬁ'met locale
symmetrie. '

In het bovenstaande zijn de velden bosonisch, maar alles
kan gegeneraliseerd worden om ook het fermionische geval
in te sluiten. Normaal geidt dit alleen voor de materievelden
die dan zowel commuterend als anticommuterend (Grassman

variabelen). kunnen zijn. Voor supergravitatie moet echter
ook de symmetrie fermionisch kunnen zijn. Hiertoe wordt
de Liealgebra vervaﬁéen door een gegradeerde Liealgebra
met gradering in Z, = f*x,_l;* . In (1.1) treden dan
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naaét commutatoren ook anti-commutatoren op. Bovendien zijn
de /\A en \»J,.A dan net als de materievelden zowel commute-
rend als anti-commuterend. '
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2 Vezelbundels

(2.1) Definitie. Zij gegeven een Lie-groep G. :
Een hoofdvezelbundel P met structuurgroep G of G-hoofdbundel
wordt gedefinieerd als een C* -afbeelding -

wT:P->NM

oo . . . .
van een C -varieteit P, naar een C* -varieteit M,
en een C% -rechtswerking v

§: P x G - P _
 (p,8) > 5(g)p met 9(g) 8(h) = %(hg) voor g,heq,

zodat (i) T~ '(m) een baan is onder & voor iedere_ me M.
(ii) voor iedere m€ M een omgeving N van m bestaat |
en een C“-afbeelding s: N = P,
zodat (a) We s = id N°
(b) de afbeelding

NXG - w'[N]
(m,g8) » %(s(m),s)

een diffeomorfisme is.

Laat W: P - M nu een G-hoofdbundel 'e_Ii laat 0} de Lie-algebra
van G. - S '
Voor een gegeven element pe P is de afbeelding

G- P
g~ % (p,g)

een diffeomorfisme van G op de vezel T'(Wwp) van p.
We definieren nu

O"p : O} - Tp(P)'
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als de geinduéeerdé afbeelding, een isomorfisme van 0} op
de deelruimte V_ van verticale raakvectoren in p.

Als Ae€0} dan heet p d"p (A) het fundamentele vector-
veld bij A, notatie o (A).

(2.2) Definitie. Zij G een Lie-groep en w: P —~ N een G-
hoofdbundel. ' o

Een connectle op P wordt dan gedefinieerd als een<q,—waard1ge
- 1-vorm weA (P 0}) met

@ Wy - g

(i1) S(e)*w=1aa (g ' )w  (gea).

Laat nu
h: T (P)—> T (P
P P‘ ) P( )
de horizontale pfojectie zijn gedefinieerd door

0 (X verticaal) en
0 (X horizontaal).

h_(X)
B (%)

0 als Tr‘* X
X als w_ X

"
"

ZiJ verdér & een n-vorm dan definieren we de uitwendige
covariante differentiaal (met betrekklng tot de connectie
w) DB door

DB (X4, «-er X = d® (hX

n+1) 1° ""‘th+1)

Hiermee definiéren we tenslotte de krommingsvorm van
L :=Dw.

‘(2.5),Stelling.(correspondeert met (1.3))
‘Onder de voorwaarden van (2.2) geldt

D -dw+ @AW




~en verticaal afzonderllgk beschouwen.
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met voor 0} -waardige 1-vormen- e,l, 9 de Q—Waard:’_.ge 2-vorm
[ 6 A 92] gedeflnleerd als

[e A D] (g, %) ox [ Ba(x0), Bp(x)] - [ <x2>',. 8,(x)]1.

Bewijs. Te bew:.azen .Q.(X Y) = dw(X Y) + [w(X) w()].
Dit is een lineaire relatie, dus mogen we X, Y horizontaal

Bovendien is het een tensorvergelijking: alleen de waarde
van X en Y in een vast punt p zijn belangrijk.
We mogen dus aannemen dat W (X), w(Y) vastiin 9% zijn, en dan

dw (X, ¥) = Xw(Y) - Yw(X) - w[X, Y] = - w[X, Y].
Dus alternatief te bewijzen:

DX, 1) =-w[X, Y] + [w(X), w(Y)] met wW(X), W(Y) vast
in 03 .

Twee gevallen:

(i) X, Y beide horizontaal: _
(X, ¥) = dw(hX, hY) = dw(X, ¥) = dW(X, ¥) + °

[w(X),w(¥)], want W(X) =«@(Y) = |

(ii) X verticaal. Dan L (X, Y) = dw(hX, hY) = dw(0, hY)} =
Verder mogen we om dezelfde reden dat we W(X) vast
mochten nemen in 0}, zelfs wel X = o°(/\) nemen voor
N = wy (X ) . '
Dus alleen nog te bewijzen: w [o(A), Y] = {A, w()].

Er geldt nu: w[9(A), 'Y] - w (oZ’ ANE) = | | (2 2)(ii)
w $l,., & (exp (-tA)) ¥ = ,-rlk,,(‘i (exp (-6A)* W) ¥ =
4 e i (exp (£A)) 0 (1) = A, @ (D). o

(2.4) Definitie. Zij T: P = M een G-hoofdbundel, en NC M
een open deelverzameling.
Onder een sectie van P op N verstaan we een C —afbeelding

s: N—=> P met _'n'os_=idN.,

Yoy

Zij nu W een connectie op P met krommingsvorm .
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We definierenAnu bij een sectie s van P de 0} ~waardige 1-
~en 2-vormen op N:

(2.5) Stelligg; (Correspondeert met (1.2) en (1.4))

Zij w: P — M een G-hoofdbundel, en N < M open.

Zij verder g: N —» G een C ®-functie en s, s' secties van
P op N met ‘ |

s'(m) = (s(m), g(m)) (meN).

Laat nu W een connectie op P met krommingsvorm Jl.eh laat
W, R en W', R'" met s respectievelijk s' corresponderen.
Dan geldt:

W'o=g~ldg + Ad (87 W,
R' = Ad (g™') R,

met

-1 . o .
(g~ )y Xy i= L)ty By (Xy) €0} meN, XeT (M).

T (M) ———sT (G) —T (G) =
m €, g(m) Lg(m)”* T e

Bewijs.
(i) s' =8(s,g) = s' X=58_ (s, (XD, g, (X)).
Er geldt 5, (24, 25) = 2(g), 24 + Tt (m) T e(m)~" » Z,
= (S“* X)s'(m) = (8(8)*3* X)s'(m)"" C‘s'(m) ((g~'dg) X)S'(m)
= (s'*w) X =ws', X = (s"5(8)*W) X + (g 'de) X
= s'tTw=g "‘dg + Ad (g7') s*w
= W' = g='dg + Ad (g™') W. o
(i1) $(g)* w=4d (g7')w en NL(X, Y) = X W(Y) - Yw(X)
-w[X, Y] + [wWX, wY] > % (g)*f2 = 4d (g”)IL.
Nu is (s', X)s‘(m) = (8 (8),s, X)s'(m) +_°'s'(m)((5_‘dg> X)s(
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dus s', X = b) (g),s, X + iets verticaals.
Verder is L) van iets verticaals per definitie nul, dus
(s, X8 YY) =005, X, 6(g),s, ¥) = .
A (g™ (s,X, 5Y) > s'*L=21d(g7) s¥L =
R' = Ad (g~!') R. _ . . a

(2.6) Definitie. Zij gegeven een C “-varieteit F en een C -
linkswerking van de Lie-groep G: ' ‘

P: GXF > F _ S | |
(g,£) v» ¢ (g)f met ¢ (g)e(h) = @ (gh) voor g,heG.

Laat M: P — M een G-hoofdbundel dan noemen we de C”—afbeelding‘
&<: P> F
equivariant als

oo $(g) =.f(8”)0°ﬁ, voor alle g €G.
S .
Bij een equivariante afbeelding X en een sectie van P op N
definiéren we verder ‘

cp: N.—> F door Y :=Kes.

Laat nu F tevens een lineaire ruimte zijn. Dan is een ggui-
variante afbeelding op te vatten als een O-vorm op P met
waarden in F. Beschouw daarom algemener een n-vorm ol bp P
met waarden in F zodat ’ ”
(i) ¢ is horizomtaal: = (X4, ..., X ) = « (bX,, ..., hX ).
(ii) e« is van type ¢ : $(g)* «« = p (g "ot voor iedere
vaste g €G. ‘

Gegeven een dergelijke ot dan definieren we bij een sectie s

.
L NN

algenmener

‘e = S*“s
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en dan is

V¢ i= s Dt

een (n+1)-vorm op N met waarden in F, de uitwendige covariante
afgeleide van ¢ bij s. ‘ '

(2.7) Stelling; (correspondeert met_(1.6)) .
‘Gegeven een o« als in (2.6), dan geldt:

Dk = dot + P WAL,
met

(Gl*“’A°L) (Xq, seey Xh+1) =
n+1 .
Z i+1 = '
(-—1) P* (in) OL(X,‘, oo 0y Xi, LI ) Xn+l]>5
i=1 o

P, (A) =S| ¢ (exp GA)): F —>F.

‘ Bewijs. Het is voldoendé twee gevallen te beschouwen:
(1) X4y -0y X 09 horizontaal: triviaal.
(ii) X, = o (A) voor AeO} s X5y eees Xy G-invariant, dat
wil zeggen 3(g), X; = Xi.(i=2,‘..'.,n+’l, g€G).
(het is duidelijk dat we dit mogen aannemen indien X,‘
verticaal, en de andere willekeurig) '
Nu is Det(X,, ceey Xn+1) = 0, want hX, = O.
- - i+l . ' -
dd—(x,l, --f? Xn+/‘) "1$Zi$§—1) X‘ix(x']’ LA 'Y Xi’ LIC I I Xn+/l) +
5= (_qyitd | _ 5 S :
1$i<j$g 1) _ °¢([Xis Xj]’ Xq? ..f, Xi’ evey Xja seey Xn+1)

- G(A) & (Rpy weey Xy,q) WaDE & (euny Xyy 2an) = O om
| - . - 4] L _d _
[X’I’ Xi] - £ ag(N) X; = a-elb“‘é(exp t/\)* X —Eelbso X = 0
| | (i=2,...,0+1)

Verder ( P,W AX) (X,“,. cees Xn+1) = _
Py (A) L (X5 =ees Xm_,‘) eveneens omdat o (..., X,, ..-)=0
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Laat nu f P—>F, pr “p ((Xz)p, ooy (k _'_,‘) ) dan

- is f equivariant:
foS(g) = (S(g) d)(S(g)*Xg, cees S(g)* n+’l)

e (g“_')“(xea seey 11+'1) = ? (g~ ) f =? _

’doc(X,l, ...A, Xn+’\) = O'.(/\) f = aéE"l::o(S (‘exp tAN* £ =

iét‘\lrao? (eXP_(‘tA)) f = - P, (N Ve =
= (p  wax) (X4, --ey X 4) dus eveneens

(dek + p _wast) (Xqs oees Xn+’l) =0 - | g

(2.8) Stelling. (correspondeert met (1.7))

Gegeven een o als in (2.6) en s, s' met s' = § (s, g) als
in (2.5). Laat verder V¢ bij s en (V@ )' bij s' gedefi-
nieerd zijn als in (2.6).

Dan geldt:

(Vo) = (™) Ve .

Bewijs. S(g) oL = p(g )X dus volgt uit (2 ‘7) dat ook

$(g) Dt = ¢ (g7') Dxt. Nu is

(V@) =s'* Dt = s 5(g)* Do<=s*p(g;"') D = _
p(g™) s* Dk =p (gTHVe. - O

(2.9) Overzicht. Een Yang-Mills theorie gekoppeld aan materie-
velden als in paragraaf 1 bestaat uit de velden W A en $ .
Hieruit afgeleid worden de covarlant transformerende velden

le enD $ .

'Het object dat hiermee in paragraaf 2 correspondeert bestaat
voor een zekere groep G uit:

(i) een G-hoofdbundel w: P — M,

(ii) een connectie w - op P,

(iii) een equivariante afbeelding o« : P —» F.
Hieruit afgeleid worden de krommingsvorm 1L en de covariante -
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differentiaal van « s Dot,

Gegeven een locale sectie s: N —» P c_ofrespond_eren dan met
w, o, £, Dt op N de objecten W, &, R en Vo .

Bestaat er nu een codrdinatenstelsel .. x_'“op N en is T, een
basis van 0} , dan kunnen we de volgende identificaties maken:

paragraaf 2 - | _‘ v parag;raa_f 1
F o : de representatieruimte uit paragraaf 1
P* ( rA) = ) EA
$ =
R = | | L R A Ty dxtadx?
Vo - Dudp dx
g = | exp (-A%xy)

De laatste regel identificeert het overgaan van een sectie

s op een sectie s' = % (s, g) met een ijktransformatie. Deze
~ identificatie is pas exact indien we 1in de t;s;cansformatle-—

regels van paragraaf 1 dat is (1.2), (1 4) en (1. 7), gelijk-

heid vervangen door gelijkheid ‘tot op orde HAA'CA || (met

| .|| een norm in 0} ). Dat is de betekenis van het woord

infinitesimaal in de zin véér (1.2).
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III Gravitatie met constraints

3 - Einstein gravitatie

 Einstein gravitatie kan worden opgevat als de ijktheorie

van de POincarégroep.'Normaal.wordt deze groep altijd be-
schouwd als de symmetriegroep van de ruimtétijd.}Hier wordt
echter als ultgangspunt de Yang-~Mills theorie van de Poin-
carégroep genomen,”waarbij de groep dus een interne symmetrie-
groep is. Daarom zijn er in eerste instantie twee soorten

- indices: wereldindices m, ¥, ... als in iedere Yang-Mills
theorie en Lorentzindices a, b, ... die corresponderen met |
de werking van de Poincarégroep als interne groep.

De constructie van de Yang-Mills theorie van de Poincaré-
groep verloopt als in paragraaf 1. De generatoren van de
Poincarégroep heten M,* (de generatoren van de Lorentz-
transformaties) en P, (de generatoren van de translaties).
Niet al deze generatoren zijn verschillend. Er geldt Mab =
=~ Mpa - Dientengevolge is de Poincarégroep 10-dimensionaal.
De commutatierelaties van de Poincarégroep (corresponderend
met (1.1)) luiden:

[HMas, Neal =4 5[5[: Magd] | | O (3.1)
[Nab, Pel= 2% Pa] '
[poupb] =0

‘We hebben nu als ijkvelden de velden Oﬁbah (het ijkveld bij
M. ", de spinconnectie) en €, (het ijkveld bij P. , de 4mvurose
vierbein of viélbein), en als parameters van de infinite-
simale ijktransformaties £%, (parameters bij T’l,f') en ZP“
(parameters bij P, ). Wederom zijn een aantal van deze velden/
parameters identiek: w.*"= -, ®* en €= g P> | (Hierdoor
moet bij EAz M voor W,A en /\A, in (1.2) 3W.% en ;‘;E %

in plaats van w,®, en £%, ingevuld worden) :

De transformatieregels van de i;jkvelden'van de Poinca:bégroep
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'(corresponderéndtmet (1.2)) luiden:

S(«O,u“‘: =Duz% B (3.2)
(Y .
Seu* = 2%, e7~‘ +-ty.§;p '

b
D_/A—gp“"‘ W Ep % - wWu Ty Cp

De krommingen van Ade Poincarégroep heten , R,.....o“b 1) (kromming
"bij M.P) en Ruy*(P) (kromming bij Pn ). Ze zijn gedefi-
nieerd als (corresponderend met (1.3)): :

R

" “4 (ﬁ\ =2 ?Q.w,,]q\, - 1,‘*’@«7‘; Wy L (3.3)
Ruv (P} = 2 Dpeeg® |

. :

a-_ (-8 o
| Dﬁley = Yee,t~w, % e,

en transformeren als (corresponderend met (1.4)):

SRuw (M) e 2e ™ g H0) . G
B R TP = 27 R, M (P) - €67 R, AL (M)

- Behalve onder de Yang-Mills ijktransformaties transformeren

de ijkvelden verder ook onder algemene coordinaten trans-
formaties. Als we de infinitesimale parameters hiervan g"' '
noemen geldt: '

- o
X/“'_ e’lﬂ- ¥ wﬁrqb N

(5}5a)

K== 2TV X - §73, Xa
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Analoog voorAeen'object met contravariante wereldindex:

|

S X’L = gvg',u-'xv - §V9,/X" - (5-5b) : {
o = S : : | : | }

|

|

* ® %

De Yang-Mills theorie van de Poincarégrdep wordt nu gemodi-
ficeerd tot een ijktheorie van de Poincarégroep die equi-
valent is aan Einstein gravitatie. Dit gebeurt door aan

R,,*(P)1=0 | G

|
de theorie een constraint op te leggen: : )
Men spreekt van‘een‘convehtional constraint. Omdat dit de i

|

enige zijn die in deze scriptie zan de orde zullen komen
weg.

laat ik het bijvoegelijk naamwoord conventional voortaan -

Het opleggen van dit constraint heeft als gevolg dat de
basisvarieteit van de theorie en de interne ruimte van de
Yang-Mills symmetrie zinvol met elkaar in verband kunnen

worden gebracht. De basis hiervoor is dat g;d” wordt opgevat |
als lineaire afbeelding van de raakruimte van de basisvarie- |
teit naar de internme Lorentzruimte. We kunnen nu de afgeleide
objecten €, (vierbein, vielbein), 4mr (metrische tensor)

en g/“'” bij eu™ definiéren.

> M b b Y v '
' b
3’\\’ = e-)&qey Sab ’ jMv = e“# Z\,V So'b

A I I N AR,

llet g““ en evfw kunnen we systematisch wereldindices en
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Lorentzindices in elkaar vertalen. De symmetrie van g,

motiveert zo de notatie: e/&“____' e a./‘ , e’ = e,f"-

'Het constraint moet nu de theorie veranderen. Dit gebeurt
door aan de hand van de constraints de transformatieregels
van de velden te veranderen. Over de wijze waarop dit gaat

zijn drie opvattingen mogelijk:

(i) Van het geheel bestaande uit de Yang-Mills symmetrieen
en algemene coordinaten transformaties houden we alleen
de symmetrieén die de comnstraints invariant laten.

In dit geval blijven dan ((3.4) en (3.8)) van de -
transformaties, P-transformaties en algemene coordi-
naten transformaties alleen de M-transformaties en

de algemene coordinaten transformaties over. Deze
overgebleven symmetrieen vormen dan de getrunceerde
algebra en corresponderen met de (ruimte-tijd) symme-
trieen van Einstein gravitatie.

Frobleem met opvatting (i):
In conforme supergravitatie (paragraaf 5) zijn de
constraints niet invariant onder Q—transformaties;
terwijl deze toch in gemodificeerde vorm in de uit-
eindelijke algebra voorkomen.

(ii) De symmetrieén uit de Yang-Mills symmetrieen die het
constraint niet invariant laten worden gemodificeerd
(de constraints worden altijd invariant onder algemene
coardinaten»transformaties gekozen). Dit gebeurt door
de ijkvelden in twee categorieen te verdelen:vde on-
afhankelijke en de afhankelijke velden. De verdeling
is dan 26 dat de afhankelijke velden in de onafhanke-
lijke velden uitgedrukt precies de constraints op
lossen. In dit geval zijn qua‘de onafhankelijke velden .
en w,*, de afhankelijke. De oplossing van (3.6) luidt
dan: ™ ‘
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o | o |
wAAF (e) - ée"‘.c (Sla\a"_*_ﬂ-a.cb ___Q'bcc;) | (3.8) \
-(La_\,c = 2 e&,\"‘ ei’jv .gﬂevc o .

De transformatieregels van de onafhankelijke velden
worden nu gedefinieerd als identiek aan de oorspronke-.
1ijke transformatieregels, nu echter met de afhankelijke
velden daarin als functie van de onafhankelijke. De |
transformatie van’'de afhankelijke velden zijn dan
redundant en volgen met behulp van de COﬁstraints

of uit de expliciete uitdrukking.

' Er bestaat nu over het algemeen een lineaire afhanke-
lijkheid tussen de verschillende (gemodificeerde)

- transformaties, zodat een aantal kunnen worden Wég—
gelaten omdat ze in de andere kunnen worden uitgedrukt.
In het onderhavige geval hebben we '

5., (€400 ) ¥ 5p (€4€,%) & S, (S0, (3.9)

We kunnen de P-transformaties nu dus in de andere
uitdrukken en houden alleen als onafhankelijk de li-
transformaties en de algemene coordinaten transformaties
over. ' '

Probleem met opvatting (11)
In conforme supergravitatie (paragraaf 5) wil je de
P-transformaties ook weglaten uit de uiteindelijke
algebra, hoewel er dan niet een lineaire afhankeli jk-
neid als (3.9) is [de Wit, 1982, bladzijde 7].

(iii) Dit is de tussenoplossing: Vervang de P-transformaties
door -de élgemene coordinaten transformatie. Modificeer
de andere interne transformaties. Dit is de methode
gevolgd in de paragrafen 5 en 6.
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Alle drie de manieren om de transformatieregels van de velden
te wijzigen geven hetzelfde resultaat. De enige onafhankelijke
transformaties zijn de M-transformaties en de algemene coor-
dinaten transformaties, en de resulterende transformatle—
regels luiden voor de onafhankelijke velden

feu™ = 2%, e P J e — 2V 9, eu  (3.10)
en voor de overgebleven krommingen

S Ry (M) = 28l R}Afbj () | (3.11)
2 3['/‘ g-;- R‘cvj a.l:(n) - %1': O Rﬁyal’aﬂ)

In het bovenstaande ((3.2), (3.3)) zijn een aantal voorbeelden
gegeven van de afgeleide Dﬂ_, die covariant is onder M-trans-
formaties. Deze 1s analoog aan (1.6) gedeflnleerd door voor

i%ere Lorent21ndex een term met de spinconnectie toe te voegen.

Nu geldt echter voor een vector Xﬂ’ dat ELXY geen tehsor
is onder algemene coSrdinaten transformaties. Daarom wordt
de covariante afgelelde 12& gedefinieerd die zowel covariant
is onder M—transformatles als onder algemene coordinaten
transformaties. D, wordt als volgt gedefinieerd: vertaal
eerst alle wereldindices met €,%, e, in Lorentzindices,
pas Cb» toe, en vertaal de indices dan weer terug. In het
geval van de vectoren xﬂ en X* resulteert dlt in:

°D/’; Xy = €5 Dule,f Xe) = Dy kv - r'f’w Xe (3.12)
DX < €®a Dufep XF) = Dk’ + T, X |
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P ‘ oy P | P f—\.
1§ =~ey D.ea' =e’ Due’yp
= - £ o
wﬁ_?v .+e. a ue T, |
e
Wefy 2 wup e, fe v,
Behalve de spinconnectie voor Lorentzindices treedt in aD,. een
affiene connectie l""’),,b voor wereldindices op. Dit is (voor
Ruy 2 (P) =0 )} de Levi-Civita connectie voor de metrische
tensor 9.y - Met deze connectie wordt standaard een kromming
(de Riemann tensor) en een torsie geassocieerd:

R yper (P12 29 o7 + 'z["”‘ttr N (3.13)
T4 U")aj 20 g

Er geldt nu dat R(") en T{(I")] hetzelfde object zijn als R[t1)
en R(P), zodat de krommingstensoren van de FPoincarégroep
voldoende zijn om de Lagrangeaan en veldvergelijkingen van
Einstein gravitatie mee te definierem:

R per (M= Rpomu (M) - Gy
Tove (T) = Rpmu (PY |
Rurpe ()= guz R¥yp - (M)
| Tﬁ”? (M= 9ueT %yp (~)
Rpoym () = Reer ®5 (Ml €vaea”
Royp (P)= Rev ™ (P) Cpen
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4 Conforme'gravitatie

De constructie in deze paragraaf is identiek aan die in
'paragraaf %3 alleen wordt uitgegaan van de Yang-Mills theo—
rie van een grotere groep, de conforme groep, en aan deze
theorie worden meer constraints opgelegd. Het resultaat
van deze constructie heet conforme gravitétié of Weyl gra-
vitatie.

De verschillende objecten bij ‘de conforme groep en de conm-
mutatie-relaties tussen de generatoren (analoog van (3.1))

zijn:

gmnabrits dim  nfin. haesh . whoidden,  paam . (4.1)
M’_" ® ' €% ® w,._“b ®  Lorentz rotaties
Pa 4 S5 e translaties

4 NS BT

K“ K M~ conforme boosts
D Y Mo | b,u dilataties

e Md=asae Mgy ) o (8.2)

LHow, P 1= 29pe Py
[Mas, K] = 298K
[Pa,Kul=-Mar-5,4D
[P., D] =P |
[Ka,D]=-K

alle andere commutatoren zijn nul

De verschillende objecten uit de Yang-Mills theorie van
de conforme groep met hun transformatleg;edrag (analoog van

(3.2), (3.3), (3.4)) zijn:
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50,0 =D, e +2g " +2 A e.,u | (4.3)
Sen = £7L "+ Duge” -Ap e

SP.*z g%, B + DuAS  HAp BT

| SL’/»{ = ~Sp Pua TN Epa %Mo

,; ak (M) = 29[/«, wv] - 2‘*’[» c"\‘v] ]-‘ieg,, ﬂvj (4.4)
*(P) = 2 Dp eq”
E;M,o () = 2‘7&;39}

Ry (D)= 2 wav] + 2 e(ya aﬂa

| D e 9/4.231 - W bev +l>,we—r
D ey = g,u.gv ——'w,,.“b EV — b,u; gy

§ Ry (1) = 225 R *T (1) + 2557 Roey WiKk) + 2AER,TP) (4 5)
5R»~v°‘ (P) = 224 Ruw® (P) = S p" R ™ (M) Ep™Ruw (D)= Ap R MP)
$ Rpw *(K) = 2% Ruy "(K) = Aig R (M =A 2 Ruv (D) + Ap Ruy™(K)

) R’V(D) = - g? /uya (KB + /\\< R/uya, (P)

De constraints die we aan deze theorie opleggen luiden:

Ruv P)=0o N - (4.62)
R}w (D):O 3

Hierover twee opmerkingen:

(i) Gegeven RW,“(PL=0 volgt uit een Bianchi identiteit
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voor de Yang Mills theorie van de conforme groep dat
RualMl= Rua(D) » met Ru™(M)=Rup™ ™M e”s

y -\ 4 : 2 3 -
R#G(D) = Ry n)ye’a - Lqulvalept zijn dus de constraints:

R Plee (w60
Rm® (H)? © Ru2H) = R,w"‘b () é!vb

(ii) Gegeven de constraints, dan geldt onder de ijkkeuze
b.=0 dat Ruy?e(M) alleen afhangt van €.™ . Deze
correspondeert dan (analoog aan (3. 14)) met de Weyl-
tensor van de Einstein gravitatie (in plaats van met
de Riemanntensor).

De constraints hebben nu, e,“.a en o, zijn de onafhankelijke
velden, w»"‘b en ﬁ,‘“ de afhankelijke (analoog aan (3.8))
als oplossing ‘

al o L b a
D (e,b) = hen S (T v AT -07T) (4.7)
-Qa_bc= zer "e.b_]"(a,‘-b,,.)eyc
g»a (e,b) = £ Ru.*(e,b) - en” Re,b)

Ruv 2 (e,b) = 29[,.‘»9:1 x,fz‘dp e b
R/u,q (e,®) = R}nw LLe;b)e 3 R(,e L’)aR,“"‘(e,L)e/‘a

en leiden tot de volgende afhankelijkheid (analoog aan (3%.9))
tussen de gemodificeerde ijktransformaties en algemene coor-

dinaten transformaties:
$ (87w %) + 8p(T eu) + S (4 Eu7) +5p (‘i“l’/‘)"‘%cklf"}m (4.8)

 Tenslotte de resulterende theorie. Onder de ijktransformaties
die (zie (4.5)) de constraints behouden, namelijk de M-, K-
en D-transformaties, en onder de algemene coordinaten trans-
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formaties .transfor_meren de onafhankelijke i,jkvelden (analoog
aan (3.10)) als o |

Sen® = 2% eub ~Apen™- 2T ey TV 20t (4.9)
Sbu = Ac® epa + %ulp "mEg " by —F¥ 3uba |

en de overgebleven krommingen (analoog aan (3.11)) als

SRﬂv“b(M)"zzhcgﬁv‘b}(m L o (4.10)
» — LT Ry ™) = H TR =™ (1) ~ B9 Ruy 22 (M)
5 Raw (K} = £2 R, P(KK) ~ A® Ruy™s (M) +Ap Ry # [K)
= O G FRey “IK) - 2,87 Rue *(K) = £ T3z Ruy ™ (K).

1
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5  Conforme supergravitatie N=1

De constructle in deze paragraaf is opnieuw analoog aan

die in paragraaf 3% en 4. Opnieuw wordt uitgegaan van de

Yang-Mills tlieorie van een grotere groep, de superconforme

groep, en er worden aan deze meer constrainfs opgelegd.

Er zijn echter twee verschillen: o

(i) Een deel van de symmetrleen zijn fermionisch. De velden
die met deze symmetrie corresponderen zijn nu anticom-
muterend, en in de commutatierelaties moet hierom tussen
de generatoren van dergelijke symmetrieen in plaats
van de commutator de anticommutator worden genomen.
([ W AL’A»WvBtB] = WuA W, B fy, Eal = WuhA WP ﬁAsC ke

- met \q“ anticommuterend) '
Bij de superconforme groep zijn de generatoren van
de fermionische symmetrie de Q en S. Deze zijn boven-
dien Majorana spinoren.

(ii) De modificaties in de theorie naar aanleiding van de
constralnts werken terug op de vorm van diezelfde con-
straints. Dit komt doordat, hoewel de transformatie-
regels van de onafhankeli jke velden na modificatie
onveranderd zijn, in dit geval die van de oorspronke-
llgke krommingstensoren niet onveranderd blijven, en
deze niet meer covariant transformeren. Om de constraints
dus uberhaupt te kunnen oplossen moet van de achéeraf
gecovariantiseerde krommingen uitgegaan worden.

Op zich is dit geen pr1nc1p1eel verschil met paragraaf
5 en 4, maar het maakt de keuze van de constraints
wel ondoor21cht1ger.

Het resultaat van de constructie uitgaande van de supercon—'

forme groep, heet conforme supergravitatie.

De verschillende objecten bij de superconforme groep en
de (anti-) commutatierelaties tussen de generatoren (analoog
van (3.1), (4#.1), (4.2)) zijn nu:
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'3gggg32: dim | imbin. havas it gocddin naam - (5.1)
M.>  ® 4 €%y ® Wpp ®  Lorentz rotaties
P. 4 e e/.‘* trians'laties‘
Ka q A - conforme boosts
D ‘_'.,' Np b, dilataties
A ! Na Ap chirale rotaties
Q y 13 ® Y | supersymmetrieen
S L 29 & $).,' speciale supersymmetrieen
@ »hab—-——nb“vi 2"""-—-—2‘”", w)‘asg_g.. wﬁb“
& de factor 2 is conventie
Emab.h¢4]=‘iscb[;h¢q,g IR ARY FES SN X - (5.2)
[nﬁ‘u)pc];' 25[5: pga . [K“,Djz-ka
[na.b.Kc.]= 25[_\,¢ K,g ’ ' .[K,.,Q]?"X“S
[MGL'Q] =_"°Z\\,O. o [D/a.]=m%-Q
tnak.sj= ~Ta S | [D(c':"]: z .
[P.Kel=-Ha-$uD  L[AGI=-ii ?fo
[P-\,D]:Pa | | | A S] %.
{G QZ = "' Pas
1Q, §Z=""'°"“’°mod=*' D-l- ty,-A o -

{S,8=4¥"Ka

alle andere (anti-) commutatoren zijn nul

De verschillende objecten uit de Yang-Mills theorie van
de superconforme groep met hun transformatiegedrag zijn
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(analoog van (3.2) - (3.4) en (4.3) - (4.5)):

Seon™® =Dz +zg"-“€ Ty s A e F ooy, (5.3)
Sert = €M@l + DLt - Moo+ TY* ¢

R A IPL N e,& * DU AE ¥ A\p B+ Sy d
Sbu = = Cp™ lun + Mc®eua + N + LTS~ LY,
SAn= Fuha + 2T s by - 2TV Um | -
SYu= 2% o W + £8p" (a%‘."—(/\p""/\AYs)W»"'ZDﬂE ~€,"Yan
b=t 2% oo\ P 4 A Yo Y+ L (Np+iApAYs)Du —2Bu% Fal +2D.

D,kz 9 z“"_zw f"‘cz <]

De e m 9 Ep% - e »gp" + ou3p
DA = 2 A = ™ Al = b A

Duz = 2uz -lw,««""’ Tap T + £ latiAay)s
Dun= 8w = 10a"™ og ) =k lbmt iA Y

Ry 2 (1) = 29§va]“"~zwmta¢ Wiy g e P g oty (5.4)
R (P)= 2Dp ey ~ £ Tpy by
- (KY = 2D 03" -4 P ¥ Py
Ry D)= 22 by + 2oyl - & by
Ruy (A) = 29 A ~ 35 Vi Vs 5]
R/“." (&)z ZDE“ Lyy] - e'&u“Yw bﬂ
Ruv (S1= 2 Dpedg =2 Fp ™ ¥ ¥

Du2y® = 9}»- ey -,y e," +a>,;e,“
Duby® = Bu b, o.o, B8 bu b,
DV = Quy - Lwa oy, Yri(basriAuys) ¥

D = Fud —Lw.® onr b~ L(kutiAuys)d |
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gR/wa\" (M= 2 z:[“' Ky <l (1) +z§‘,(“k2 J’JLK)-&z/\\?‘RﬁfJ[P) (5.5)
- S0 R,y (8) -7 o R (@)
SR,«w P) = 2™ R " (P) - Sp° Ry ™ b(n) —%—gp Ruy (m -Np &vq(P)
+ Z Y Ruwl®
SRN"*‘(K) =% RMV*(K) A® Rus *b M~ Ai R,Avww/\o&w“ﬂq
+ & Y Ruv (S)
5 Ry (D) =~§p Rﬂquk) *‘/\K R,uva(P)
LT R (S) - 17 Run(@)
SRuv(B) = 31Ty Rup(S) - 217 ¥sRuws (@) |
S Ruv (Q) = 227 o Ry, (Q) + 5 ™ ¥a R S = (Ap +iAAYsIRw (Q)
| L R oy 2PUM) 0z € + & (Ruw (D) +1Ruy (A) ¥s)2 - Ru(P) o
5 R,ww) = L2 oy R (S) + A Y Ry (R) + & (Ap +TARYF) Ruw (S)
= 2Ry M (K)¥az ~£R,, ™ (1] 2 ) - L (Buv (D) + R (Al 553 1)

De constraints dle we aan deze theorie opleggen luiden (ult-
breldlng van (3 5) en (4 6b)):

_ Rﬁy“(P).z'o A _ (5.6)
R (M) - 3i B o AV =0

v
R/vm" v € o s Rap=Rune®a, Y= z(“

ﬁ,&“("ﬂ = ﬁ,«w = (Hye”y

Rob (A) = § Zapca REH(A)
A ' . . ~
R(M) is een kromming die covariant is gemaakt ten opzichte
van de gemodificeerde transformaties; de definitie ervan
komt nog in (5.10).

De constraints hebbeﬁ nu, 2,4.“, ‘L,., A,q_ en \P zijn de onaf-
hankelijke velden, ®.% , F.* en ¢ de afhankelijke, als




oplossing (analoog aan (5.8) en (4.7)):

L Le,b, W) = e (A7 v ooty (5.7)
Do = 2ep ey ((Bu-bu) ev™=§ By )
. * (e,b,q») = L R e,o, W)= Y et Rie,b,¥) ~ 4 R.2(D)
R,uv o le,b, W)= 29@..w,g b ~200p cwggcb"'\l"[/uq' “o Py] “4’(,.3’;32 @)
dule,b, W) = (0P fou - LY F)Dy Y

De resulterende theorie: De M, K, D, A, S, gct —~transformaties
behouden in de oorspronkelijke vorm de constraints, en de
Q-transformatie -wordt gemodificeerd. Het resultaat is (voor
de onafhankelijke veldenj generalisatie van (%3.10) en (4.9)):

Se/*“'-‘-iq‘bﬁ,,."~ADQ,...“'-t—E("‘%u.-gp‘z’;veyaugvaveﬂq (5.8)
b= At eua +3uAp + EEdL le,b, )~ 7 Y g by —EY%bu
SAm = Bulp T l‘iﬁ'd’»(eb‘-}/) 2 A Ys P G Ay -TY3, A
S = Lzabog W U\D-\-t/\AX;) P + 2D E —u™yan

D,«-i‘ It — 2 0 ek, W) T g + (b, tIALY)E

Uit (5.8) volgt dat: | S <

'éawﬁ“"a-ic' q>ﬁ+z:y,, R (Q)
Sq bt = T Y. DR R=*(Q) |
SaPm = ~28u"Yaz + FIRLA T YT

Willen de krommingen covariant blijven transformeren
moéten R(M) , R(K) en R(S) vervangen worden door:
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ii/““’ ab(h\ = Ruv ‘“’LH)— P YIV]R“L(_Q) - (5.10)
R (K) = RulK) = P ¥yg DLR™™(Q) AR
ﬁ,w (S) = R/uv (S) ¥ %i E,J,,(A)a""*’ XE“ q}v] )

- (De Q—’cransformaties van de krommingen zijn nu niet meer
zo eenvoudig te vinden. De Q-—transformat’j.es van R(G) ’, ‘
RID) o< R(A) en R(M) luiden: _ , 1

faRu(® = - Rt Moes ~Ru (P + Ra D) gz 51D
S@Rue(P) = 7 Rul(S)+ 2T g, DRy (Q) | |
8@ Raped (M) = = Tong Rae (8) - 47 g, (D Ry, (G
: . cd

Deze transformaties zijn handig als tussenresultaat om uit
(5.9) af te leiden dat de gemodificeerde Q-transformatie
van de constraints nul is.) '

L
f

L
r

i
[
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6 Conforme supergravitatie N>1

Van de superconforme groep bestaat een generalié.étie met
meerdere supersymmetrieen, de superconforme groep voor N)1.
Met deze groep kan hetzelfde verhaal worden gehouden als
in paragraaf 5. Het analogon van (5.1) is dan bijvoorbeeld:

ginpmabni  din el hatopae i peem (6.7)
Mﬂb ® ¢ 2% @ wu™y 9. | Lorentz rotaties
P y €~ e translaties
Ka 1 /\k“ M conforme boosts
D b /\D ’DA, dilataties
Pl. @‘ 1 AA B A,“, chirale U(’l) rotaties
Vi J @ NL /\Vi'i-e V,.,.ij ®  hirale SU(N) rotaties
Q: 4y 27 P, = supersymmetrieen |
s, 4N 2 EE“_“ speciale supersymmetrieéen

& Mays-tha, Vil=-(y;* | Vilso
. - * [ .
z“"» -..-.-f.“’; , Ay‘j ='(AYJ ;) , AV‘f <o
ab a : 3. .
D™ == Vo ='(V/u";)*_ , Wi!i=o

& niet voor N=4 .
(indien tQCh aanwezig heeft de groep de struc-
tuur -+ X ULY )

(In tegenstelling tot de andere velden zijn de V-velden
niet reeel, maar complex, en hebben bovendien een soortgelijke
redundantie als de M-velden.) '

Na het opleggen van 'de constraints zijn als onafhankélijke
. velden over: €u® b., A,, V.'; en g, . De zo ontstane
theorie voor N>1 is niet volledig. Voor de theorieen die
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Pesulteerden in paragraaf‘B, 4 en 5 gold dat een commutator van
twee infinitesimale transformaties uit de transformatiealgebra
((3.10), (4.9), (5.8)) zelf ook als een dergelijke infinite-
simale transformatie te schrijven viel: de algebra sloot.
Dat dit gold, volgde a priori niet uit de gebruikte procedure:
modificatie onder constraints. Hier, vodr N>1, geldt dan ook
niet dat de resulterende algebra sluit. Dit heeft als gevolg
dat er geen niet—infinitesimale_transformaties bestaan die

met de infinitesimale transformaties corresponderen. '

De manier waarop het bovenstaande direct kan worden ingezien,
is de techniek van het off-shell tellen van vrijheidsgraden.
Hierbij wordt het aantal onafhankelijke velden geteld modulo
de verschillende ijksymmetrieén in de theorie, zowel bosonisch.
als fermionisch. Voor een supersymmetrische theorie is dan
het aantal bosonische vrijheids-graden gelijk aan het aantal
fermionische. (De herm off-shell betekent’dat'naar'willekeurige
veldconfiguraties wordt gekeken, terwijl on-shell betekend
dat de velden voldoen aan de massaschil-vergelijking (2%m*)d=o
of algemener een veldvergelijking. Zo geldt dat gyf* in
Einstein gravitatie off-shell 6 maar on-shell maar 2 vrijheids-
graden heeft) ’
We tellen nu in de theorie voor N21:
het aantal onafhankelijke velden:
bosonisch: q”“,k».Aﬁ,Vpij : brusr Uy 4{vR) =20+ 4N2
fermionisch: . : 16N
het aantal symmetrieen: |
bosonisch: H,‘", Po, Kas D, AL Vs begagrran [N2) = 15482
fermionisch: Q;, S; : 4N+4N = 8N |
‘het aantal vrijheidsgraden: |
bosonisch: (20+4N?) - [IF+N?) = S+3N* '
fermionisch: 6N —8SN =8N

‘Als de algebra sluit geldt dus §+3N% = ON ofwel N=1 (% is

niet geheel). Omgekeerd valt expliciet te controleren dat
voor N=1 de algebra sluit. ‘ ’

De manier waarop de theorie voor N>1 nog verder wordt gemodi-
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ficeerd zo dat de transformatie algebra toch weer sluit

is dat er extra velden worden toegevoegd (en wel zoveel
dat het aantal bosonische vrijheidsgraden gelijk wordt aan
het aantal fermionische), en de oorspronkelijke velden dan
ook transformeren in de nieuwe. De N=2 theorie krijgt op
die manier in plaats wvan 17+16 vfijhéidsgraden nu 24424

vrijheidsgraden.

De constructie van een consistente theorie voor N>1 valt
dus duidelijk buiten de procedure om Yang-Mills theorie
door constraints te modificeren tot (super-) gravitatie

- . theorie.




van de functie die het veld voorstelt. Het ligt nu voor de
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v Gravitatie zonder constraints

7 IJktheorie

(7.1) Motivatie. Beschouw een veldentheorie bestaande uit
precies 4 reele scalaire velden $(x) . We willen deze theorie
op een natuurlijke wijze aan gravitatie koppelen en zo de |
gravitatie ijkvelden construeren. (De constructie is genera-
liseerbaar naar niet-scalaire of meer dan 4 velden, maar
wordt dan minder doorzichtig.) | | '

~Nu geldt dat van de functie ®(x) bij Yang—Mllls theorie

een symmetrie geijkt wordt waarbij $ transformeert, ter-
wijl bij gravitatie het om een symmetrie gaat waarbij X
transformeert. ‘ : ‘
We construeren de velden en de Lagrangeaan van de gekoppelde
theorie nu in drie stappen: '
(i) Beschouw (locaal) de inverse x(d) .
(ii) Koppel deze velden met minimale koppeling aan de
Yang-Mills ijkvelden van de symmetrie van de X .
We hebben dan dus de velden x{d) , W()- ’
(iii) Inverteer weer terug: Dit levert de velden ¢ ,
\.J(x\ o W (S (XY .

Er rijzen nu twee vragen, namelijk: Corresponderen de Wiy die
we op deze manier krijgen met de normale gravitatievelden?
en: Levert de minimale koppeling van de Yang-Mills velden

aan de xX($) , minimale koppeling van gravitatie zan de &(x)
(Beide zonder kinetische term voor de 13kvelden in de Lagran-
geaan)? Beide vragen kunnen bevestigend worden beantwoord.

(7.2) Motivatie. In een willekeurige veldentheorie worden

functies beschouwd van het soort (x*) r» (b)) . Hierbij
is zowel structuur aanwezig in het domein als in het bereik

hand alle structuur naar één kant te halen. Dit correspondeert
met twee veranderingen in gezichtspunt:
(a) In de Quantum Field Theory is het gebfuikelijk om over

' te gaan op functies van het soort: (A, x> b,
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waarbij het bereik alleen nog maar de verzameling R is.
Men spreekt van gegeneraliseerde indices. o

(b) In gravitatie (volgt uit (7.1)) is het handig om over
te gaan-op de grafiek van de functie: % > (xM, $,) -
Hierbij is de enige structuur die rest in het domein
het feit dat het een C*-varieteit is. (In dit geval
‘diffeomorf met 124 maar de lineaire structuur is bijv.

weg)

(7.3) Motivatie. Vooruitlopend op de rest van dezefsériptie
bekijken we hoe een viertal f&gische,theorieén er volgens
de.beéchrijving van paragraaf 7 uitzien. Dit ié een soort
verwisseltruc tussen M en F in vier stappen. Hoewel (A4)

en (B) precies de situatie bij paragraaf 1/2 voorstellen
noemen we M en F nu X en V om uiteindelijk toch weer in

de notatie van paragraaf 2 terug te komen,waarbij de oude
namen nu echter naar nieuwe objecten verwijzen.

(&) Pure Yang—Millstheorie
(groep: G)

=
Me—H

De dbjecten die corfesponderen met de velden uit deze
theorie zijn: ’

(i) Een G-hoofdbundel T: P — X,

(ii) Een connectie op P: w.

Om een realistische theorie te krijgen: Laat X de 4-
dimensionale Minkowskiruimte zijn en G de 12-dimensio--
nale Lie-groep U(1)x SU(2) x SU(3). '

(B) Yang-Millstheorie. gekoppeld aan materievelden
(groep:-.G) |
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P———>V & w

§:

{

_We hebben nu als extra object naast die uit (4):
(iii) Een equivariante afbeelding P —V.

In bovenstaande realistische theorie is V een 184édimen~'
~ sionale representatieruimte van G. '

| Gemotiveerd door (7.2)'breiden we nu de equivariante
afbeelding uit: '

P—=sX XV & 000w

g

EEEEE

{

"

{

o
P XX V

| ™\
commutatief. X“/,
De uitbreiding tot o voegt dus niets nieuws toe en laat

Hierin is X inert onder de werking van G en is

.lllw

{

‘l

(

‘de theorie onveranderd. We vervangen nu de naam X door
- M en noemen XXV =: F. '

- P—2_F & W
vl |
M

(C) Yang-Millstheorie en gravitatie gekoppeld aan materie-
velden (groep: (Poincarégroep) % G)

_jllrmi]I'Lwﬂll}

{
f

P-XLxXxV=F & R

q

]I’W

{
{

t
2

Gemotiveerd door (7.1) breiden we nu de groep uit. In
plaats van G beschouwen we het product (Poincarégroep) X G,
en P en W worden dientengevolge overeenkomstig groter.

l.

(

|

J—
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Onder de Poincarégroep transformeert de Minkowskiruimte

(D)

X nu op de voor de hand liggende wijze en transformeert
V volgens de spin van de verschillende materievelden die
hun waarden in V hebben. '

Pure gravitatie
(groep: Poincarégroep)
P-—:i—>XZ= F & A
™|
M

We laten nu al het irrelevante weg, en bekijken alleen
nog alles wat met gravitatie te maken heeft. In feite
is dit de situatie bij (C) met G en V triviaal, dat
wil zeggen met nul Yang-Mills- en nul materie-velden.

Pure gravitatie wordt dus niet als pure Yang-Millstheorie
beschreven door bundel + connectie van de Poincarégroep
zonder meer, maar in combinatie met coordinaatvelden

op de bundel. Deze kunnen met behulp van de groep weg-

getransformeerd worden, maar geven toch extra structuur.

(Dit is analoog aan de sitatie bij het Stiickelberg model.
Daar kan een scalair veld weggetransformeerd worden,
maar dit veld kan ook niet weggelaten worden zonder

de theorié te veranderen.)

We kunnen het diagram bij (D) suggestiever schrijven als
P .
w;/ \ii
M X

Hierbij zijn zowel M als X vierdimensionale tijdruimtes.
Evenwel is M een structuurloos ¢ *-oppervlak, de basis-
varieteit uit de‘algemene relativiteits theorie; en

is X de vlakke Minkowski-ruimte, met indefiniet inproduct
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§ , etcetera. Ook transformeert M niet onder locale
translaties en rotaties uit de Poincarégroep, en trans-
formeert X wél onder dergelijke translaties en rotaties.

Resumerend wat er aan M en F verandert bij de overgang van
paragraaf 2 naar paragraaf 7: IM placht de vlakke Minkowski-
ruimte te zijn, en is nu een structuurloze C* -varieteit.

F placht een representatieruimte te zijn, waarin de materie-
velden hun waarde hadden, en is nu de vlakke Minkowskiruimte.

(7.4) Definitie. Zij G een Lie-groep, F een C°°—varieteit,
en p een C®-linkswerking op F. Dan verstaan we onder een
ijktheorie van e een drietal (vergelijk (2.9)):
(i) een G-hoofdbundel W : P — I,
(ii) -een connectie w op P,
(iii) een equivariante c ~afbeeld1ng o®: P —» F.

We noemen P de bundel van de ijktheorie.

i
{

(7;5)_Eigenschappen. Een ijktheorie als gedefinieerd in (7.4)

heeft nu de volgende eigenschappen:

Correspondentie met bestaande theorieen.
In paragraaf 8 tot en met 10 zullen we zien dat voor geschikte
groep G, voor F een vlakke tladrulmte (superrulmte), en ¢
de voor de hand liggende werking van G op ¥, de componenten
van de verschillende objecten uit de bijbehorende ijktheorie
zo kunnen worden ged%inieerd dat de resulterende theorie
samenvalt met é6n van de theorieen uit paragraaf 4 tot en
met 6, maar dan zonder constraints.

Autonome elgenschappen.

- interne consistentie. D1t is de existentie- elgenschap.
voor gegeven ¢ bestaat er een ijktheorie van ¢ . Dit
volgt direct uit:

- incorporatie van de ongeijkte theorie: Gegeven een wille-

keurige veldconfiguratie ¢ : 1 —» F is er een ijktheorie
die daar mee correspondeert. Dit is het onderwerp van




(7.48), (7.15).

- minimale koppeling en resulterende locale symmetrie: Dit

zijn (7.11), (7.13) en (7.10).
(7.6) Definitie. Zi,j G ‘een Lie-groep en W: P — I een G-

hoofdbundel. Dan definieren we bij P de connectiebundel,
als de C™ -bundel over P -

met

f (p, W') | peP, w': ‘IJPP—,->. 01 lineair, W'e o-P = idqi

P

W?(p,~w')=p voor (p, oJ')e,fP,»

We definieren verder de 1inkswerking P? op 53 door

Pp (8, (2, @) = (5(™) b 4 4d (&) @' +5(8),)
| geG, (P'sw')e? y

met ©(g) : T s(g )t TP

de afgeleide van $(g) in $(g7')p-

Zij nu verder gegeven een C¢™ -linkswerking ¢ op F als in
(7.4), dan definieren we de ijkbundel van p bij de bundel P:

Tf'g_. +F > P
met
?r'?x'F en W? ((Paw')') f) = p voor (paw')éP’

fEF.

Evenzo hebben we Dbij F de linkswe_rkihg i g xF —F

gedefinieerd door

Pz (8: (6,0)) = (¢ (852057 (6,0)) voor g e, qeP, re¥F.
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Onder een equivariante sectie van J wordt een equivariante
C ®-afbeelding

‘;:P-—o?—
met
Tr,;op=idpl
verstaan.

(7.7) Stelling. Zij § een werking als in (7.4), T : P—= M
een G-hoofdbundel, en F de bij ¢ horende ijkbundel op P.
Dan hoort bij iedere equivariante '

YS : P — ‘ ‘F
een ijktheorie van e 26 gedefinieerd dat als

1: P-—>P
: P —-»F

o en u'l_p: T LD P—AO} met

B(p) = (Celp), 0’ ) oelp)) voor alle p€ P,
en verder
w=Lt*w

dat dan P de bundel, W de connectie en oL de equivariante
afbeelding van de ijktheorie is. ‘ ' _'
(slordige notatie: Er wordt de suggestie gewekt dat w' een
vorm op P is, maar Q'Lp hoeft niet door  tp vast te liggen.

_ » . . - '
Met W= L | W' word.f‘ preciezer bedoeld: wp Xp }w «p ( L, X) L
Bewijs. We moeten bewijzen dat P, W, K als gedefinieerd
in de formulering van de stelling voldoen aan definitie (7.4).
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Voor P is dit'triviaal, en ¥ 1is equivariaﬁt omdat § equi-
variant ‘is. Rest te bewijzen dat w een connectie op P is. ((z.2))
(i) P equivariant = L(§(g) p) = § (g) tp =
%p (/\)-—-wo- (A) wvoor As0} > '
G4)

' = . ' = ' Jol
Wp %p (! )p p= Wip *le¥p T Dup ° gy = idey -
(ii) ¢ (8 () 4p) = § (g) Lp dus voldoende om
S(e)*w' = ad (g*) w' op t[P] te bewijzen.
5 equivariant < (i (o(8) p) = ¢ (8"')(5(29) =
' - it |
W's(g)p = A (87w, 5 (87, | o
Nu is d w'! = ! =
u is dus (5 (g)” dop Xip = Wi(g)ep (8(8), X g(g), p
~1 ) -} . -

Ad (™)w/, § (87, (}S(g)* Os(eep -

Ad -} w| . ' : .
| (7.8)-Stelling. Onder de correspondentie van (7.7) correspon-
deren de equivariante secties van ‘}’ bijectief met de ijk-
theorieen van @ .

Er geldt dan, dat als f’ correspondeert met & ,ot:

B (p) = ((p, wp),O((P)) ~ voor alle peP.

Bewijs. Een equlvar:.ante sectie heeft buiten de condities

van (7.7) ook T of> = pe> L= id p. Hieruit volgt

de relatie tussen B, en oc. onm1dde11,3k.

Bijectiviteit van de correspondentle.

injectiviteit: o -
Als E.,‘ en fS > beide aanleiding geven tot W, e dan is
B4(p) = ((p,wp),oé(P)) = B o(p) VOO#’ alle p dus B, = B,

surjectiviteit: ‘

- Gegeven een connectie 3 0P P en een equivariante « : P — F.
Definieer B : F —~ F door B(p) = ((p,w R o (p)) voor peP.
Dan correspondeert, B met w,% . Te bew13zen dat f:a een

" equivariante sectie is: .

De sectie-eigenschap is triviaal. r.qulvarlantle (zle (2.6)):
S(g-‘) w=Ad(g)w=>Ad(g Dw, 5 (g D, S(g)pw;
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=pp (87) (pyw,) = |

B(5(8) p) = ((8(8) P, Pg(g)p)*(8(&) P)) =
(pp (87" (p,wp),P(g")ox(p)) =g (e™) (p,w ), x(p))=
e (g™ p(P)- D | -0

(7.9) Definitie. Laat P een werking ‘op F als in_(7.4) en

T: P = M een G-hoofdbundel. Laat verder o, W' twee con-
necties op P en o, o' twee equivariante afbeeldingen P— F.
De twee 1gktheor1een bepaald door w, « respectievelijk «', &'
bij P heten equivalent als er een bijectie' ’

2:Pp—0P

'bestaat, zodat geldt dat:
(i) 7 commuteert met de werking: § (8)ed = Xe§(g) (g €G)
en met de projectie: TMe} = mw. '
(ii) w=3A%w', w=a's ) .

(Er is een veel ruimer equivaleﬁtiebegrip mogelijk, bijvoor-
beeld door ook diffeomorfismes in M te hebben. Dit hebben
we niet nodig om de eigenschappen uit (7.5) te bewijzen,

en we zullen er niet verder op in gaan.)

(‘7 10) Stelling. Laat ¢ een werking op F als in (7.4), |
w:P > Meen G—hoofdbundel, en F de 13kbundel van le F.

Zlg nu gegeven.

Bofp': P=>F equivariant, en
g: M —>G '

met
B@ = Ay (g(wp),p(p)) voor alle peP,

dan corresponderen {3 enra ' (op de wijze van (7.7)) met
equivalente theorieen. >

"gEAEEEEREEREE
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Bewijs. Defiﬁieer A:P-—->Pdoorpr S (gwp) p.'

Equivariantie (’: ', plus de relatie uit de gegevens:
' (2p) = p' (3(gp) P) = pog (5™P) Pe;((gﬂp) )?’(p)
B@ => p=p¢'-2. :

Laat en {5 ' nu corresponderen met de ijktheorieén gegeven

door w, X Trespectievelijk w', '
Dan hebben we:

p(p) = ((tp, B > % (p)), w=L*0
(} (P) (( Up, p}9°ﬁ- (p)), L)' = L'*—"

Nu volgt uit D= p’'e dat L = U'sA en —Lp = B'L]p =
pp-<gw>x= 0 (L 0 = Bigp hA, ©
(L' )Ap(z*lx);\p= 2P(7\* X>2p=(_)l w‘)PXp

w. = 2 * Lol.
en verder vanzelf dat o« = «'ocA .

(7.141) Definitie. Zij M en F ¢ ™ —varieteiten. Een Lagrangeaan

voor de ongeijkte theorie, de verzameling C ®-functies
{$: M- F ], is een operatie die met iedere ¢ : M —> F
een reéle d-vorm Lg op M associeert, waarbij d de dimen-
sionaliteit van M is.

Een dergelijke Lagrangeaan heet van de eerste orde, als
geldt dat voor b, d': M = F en een zekere vaste me M,

,;t,(m):(l,' (m) en (4>) _<¢*m:TM—’T¢( )F 1
dat dan ook geldt: | i
| i

(an)m = (L<}>')m’

Een dergelijke Lagrangeaan heet globaal invariant (onder

de werking V¥ ), als geldt dat voor <P, <P': M —» F, en voor

5,

zekere vaste g€ G,

%'(m) =P (8,¢(ﬁ)) -~ voor alle me N,

t'ap T
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dat dan ook geldt:
L‘P = L ‘b'.

Laat nu G een Lie-groep, en ¢ een Cm-—linkswerking op F.
Zij nu gegeven een G-hoofdbundel W : P — M, dan is een

- Lagrangeaan van de geijkte theorie, de verzameling ijktheo-

riesen bij ? met als bundel P, een operatie die met iedere

w connectie op P en of equivariante afbeelding van P naar

F een reéle d-vorm of(w «) OP M assooieert.
9

(Eigenlijk zou Jje nog aan L en £ willen bpleggen»dat ze’
invariant blijven onder diffeomorfismen van M. We zullen
dit nergens gebruiken dus eisen dat hier niet. Deze eigené
schap blijft wel behouden onder minimale koppeling (zie
hierna)) -

(7.12) Stelling. Laat L: ¢ Lg4 een globaal invariante
Lagrangeaan van de eerste orde voor de ongeijkte theorie
zijn. Dan bestaat er precies &én L: (w,e) = oL (w, )
Lagrangeaan voor de geijkte theorie z6 dat ails (w,e) een
ijktheorie bij ¢ geeft, en s: N—» P een locale sectie
van P is, en me N met (s’.‘w)#1 =0 da_t dan (J(w,o())m. =

(L ol e s)m‘
De operatie L ¥ L ‘die zo gedefinieerd wordt heet minimale

koppeling.

Bewijs. Uniciteit: triviael omdat uit (2.5) volgt dat er
bij ieder punt me M altijd een s: NP, locale sectie van P,

* .  ae
bestaat met (s” w), = O. (J(w,ec))m is dus eenduidig bepaald
door (w ,s) en dus of(w ) ook, en dus ligt £ eenduidig

: 9

vast. _ : .
Existentie: We moeten laten zien dat als we oL definiéren
door de relatie ("((w Lo ))m = (L. s)m dat de rechterkant
van deze uitdrukking niet van de keuze van's afhangt.
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We hebben dus s, s' met (S'*w) = (S'*L..))m = 0 en moeten
bewijzen dat (ons,)m = (L o ,)
Definieer g€ G door s(m) = S (s (m),g 'Y en s'':= 5(8 es
dan: "(m) = s(m); uit globale invariantie van L:
(Lyogrrdy = (T, o)yt en uit (2.5): (s"'*w) = O.

* : '
Nu is (s* w)m = (s"! uo)m zodat (s*)m = (s"*)m.

~ Dus ook (e s)*)m = ((wos'?) *)m' Eveneens wxeos''(m) = xes(m),

dus uit de eerste orde van L: (L“.S)m = (L a

xos”)m

(7.13%) Stelling. Laat L een globaal invariante Lagrangeaan
van de eerste orde voor de ongeijkte-theorie zijn, en &
die voor de geijkte theorie uit minimale koppeling. Laat
verder (¢, o) en (W', o') equivalente ijktheorieen bij
dezelfde bundel T : P —» M geven. Dan

oL,y =%

(w', ')

(Met (7.10) valt deze stelling te interpreteren als locale
invariantie van de Lagrangeaan uit minimale koppeling.)

'Bewn.as. We hebben dus een ’) P —> P als in (‘7 9) met in

het bijzonder w= A *w', ot = o'eA. v

Zij numeNCM, s: N — P locale sectie, s*w = 0.
Definieer s' :=2e s dan s'*w' = s* A*W" =‘s*(..J = 0 en
'es' =w'edes =0ke 5,

Dus (L4, u)n 3 Faesdn T Tareadn § Kt w)a
' s*w =0 xes='e s’ s'*w'=0

Dit verhaal geldt voor alle me M = < (w,x) = '((w‘ ot )
) ’ )

(7.14) Definitie. Zij ¢: M —> F een C*°-afbeelding (M, F
C®* -variéteiten, p linkswerking van Lie-groep G op F).
Be ijktheorie met & 'geassocieerd is nu:

(i) de G-hoofdburdel: P := M X G, w: (m,g) > m
(ii) de connectie: | : T(m,g)P = Tmm X TgG —-

- .
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| (Xm,xg) — (Lg__,*Y)e e TG - '
(iii) de equivariante afbeelding: «: P =M X G — F

(m,g) + ¢ (g™, ¢ (m))

(7.15) Stelling. Laat £ gedefinieerd zijn uwit L als in (7.42)
en laat (w,ot) de ijktheorie bij ¢: M — F zijn als in

(7.14) dan L¢= OC(W,OL)'

Bewijs. Definieer s: M —> P = M x G door m > (n,e). Dan
duidelijk s*w = 0, es = & dus volgens de definitie van
minimale koppeling oC(w,«_) = L} xos = L - ‘ g
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8  Einstein-Cartan gravitatie

Laat G de Poincarégroep zijn, X de 4-dimensionale Minkowski-
ruinte, en p de normale werking van G op X. |

We beschouwen nu een ijktheorie van de werking ¢ als in
(7.3)(D). Deze wordt gegeven door de objecten:

(i) een G-hoofdbundel  w:P—M
(ii) een equivariante C* -afbeelding = : P — X
(iii) een connectie op P: ) W

‘Samen met de definities van de verschillende hier gebruikte
begrippen uit paragraaf 2 en 7 is dit een volledige beschrij-
ving van het model.

Er geldt nu dat de structuur van deze objecten overeenkomt
met de velden van Einstein-Cartan gravitatie. Hiertoe moeten
we laten zien dat we bij een locale sectie s: N —» P velden
Wp b s 2™
kunnen definiéren die transformatieregels hebben die een
generalisatie zijn van (3.10). Over de wijze waarop « en
e in termen van W, &%, & en s zijn gedefinieerd en de
manier waarop ze transformeren onder overgang oOp een andere
sectie s' handelt deze paragraaf.

Laat nu dus s: N — P een locale sectie van P zijn, NCHN,
dan hebben we als in (2.4) en (2.6):

W := s*W een 0] -waardige 1-vorm op N,

¢ := ®eo g een C®-afbeelding ¢ : N — X.

/vl\

N——¥P1 1 X

\.__/Y
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De verschillei_lde velden definieren we alleen v.ooz'{ punfen waa
det| (¢ )+ O. We beperken ons daarom hier tot s met
¢: N — X' := ¢ [N] c X een diffeomorfisme. Ondat X 2 R,

is ¢ dan een kaart van M, een coordinatenstelsel op N..

~We vormen nu de 03, -waardige 1-vorm q?" *W op X'.

Dan definiéren we w,% en e, * op X' door:
/e e OP

@ W = - (hw,®y M)+ b Pux)) ax”
waarbi] .X"' de (vaste) standaardcoodrdinaten van de Minkowski-
ruimte en M.®(x), P, (x) een x-afhankelijke basis van 0}

(xeX), zoals nog te definiéren in (8.5). Dit voltooit onze

definitie van w en & .

We merken drie verschillen op ten opzichte van de manier

waarop we bij (2.9) de componenten als ijkvelden definieerden:_

(1) Daar was M de Minkowskiruimte, met coordinaten X7
in plaats van X, en bekeken we W in plaats van q:"" *.

(ii) Daar namen we de componenten naar een vaste basis van
0}, in plaats van naar een variabele. . ’

(iii) Daar was er geen herdefinitie van het ijkveld nodig:
h.* zou daar z&lf het gewenste ijkveld geweest

»” A
~ zijn in plaats van de combinatie ~ﬁ°'+- S/,, X,

Om deze verschillen te accentueren komen ze alledrie ook

- terug in de notatie:

(L) Op N hebben we de vastgekozen coordinaten )’C\,Q met
indices A~ . |

(ii) De vaste basis van 0} gedefinieerd als M. (o) P, (o)
met © de oorsprong van de Minkowékiruimte, noemen

P d

we M2, Pax |
(iii) De F'aatx"' component van ¢~'*W heet h.* inplaats
van €.’ . ' ’
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De manier waarop de x-afhankelijke 0} -basis is gekozen,

. is als volgt. Laat

~t

g: X —» G
een afbeelding zijn met
= p (§(x),xo) voor alle x€X, en zekere vastgekozen xoeX,

en laat z‘A een vastgekozen bas:Ls van 0} zijn.
Dan definieren we

T, () = Ad B T,

Als we g(xo)~-= e kiezen (kan, want Xqg = P (e,xo)), dan geldt
als boven bij (ii): T, = T.'A (xo).

In het geval dat X de Minkowskiruimte is, en G de translatie-
groep T(4) bevat, is Xy de oorsprong van de Minkowskiruimte, en

B(x) = exp(- x*8."B) ,

de translatie die de oorsprong op x afbeeldt.

We gaan nu expliciet narekenen dat we de transformatleregels
van Einstein-Cartan gravitatie terugvinden. ' ﬁ

_ ~
Hiertoe definiéren we naast w,.% , hu™ tevens &'/Q“,,, % en

G %y ,.ﬁ“b door:

W= —(§8s%s ﬁa"+ Ba® Bl ar” o (8.1)
<y‘”’\«l-----(,~ B Pt + hp®B.) dx™ =
“(l C\)ﬂ- M Ev.“Pu)otx’“'

~

met H.‘,b, _P“ de normale generatoren van de Poincarégroep,
als in (3.1), en M,.®, P, als gezegd x-afhankelijk.
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De transformatieparameters van de infinitesimale transfor-
matie van s naar s' = % (s,g) met g = exp (-A) luiden .
'z';""b , '%F“ respectievelijk £%4 , {P‘" met

N= WES AL + %P = | (8.2)

hEty Mot P,

Om de relatie tussen de geslangde_ en ongeslangde velden
te vinden, kunnen we- kijken naar de tra‘néformatie van een.
punt (y#) van X. ((x*) is de parameter die M,b, P, en
dus de ongeslangdé velden parametriseert)

Fy* = - M. %P“ 4 SM F2, 50, = (8.3)

A (G L S5y k) £ SRS Y

Hieruit volgt:

. N . ,
W T =Wp b » (8.4)
"Z“‘\, =2ﬁb |

. b v
’\:ﬁa = L‘f"a'l"w,\-abs » X

A4
& = gpa + ia'b Sbyx

v

P

De definitie van Ma®(x) » Paf(x) is dus:

o~

Ma\: (X) = Mab “"- P[a_ S\,J/u X#
Pa (x) = Pa ‘.
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~

(Zoals gezegd zijn M.. b P. de normale generatoren van
de Poincarégroep als in (5 ’1))

o | R
De velden 6,2“5, l«.ﬁ“‘ (met als parameters % ., Sp ) hebben

nu preéies het transformatiegedrag van de Yang—Mill'stheorie
van de Poincarégroep (3.2): |

(de velden transformeren tot nader order alle vaaor een vaste
meN!) |

$3pty = ;f“ (8.6)

ﬁ)

(4ls nu \'J/i een van de :’ b, k ® is dan geldt dat
W-x=-e—g-ﬂw,’:x = SW %—-—AS\U”A _t.s(Gx")\,Ja
X

en omdat §(3uk*)22xY=-3 x/‘S(a;:x )”a want S)\ Vo €p 0T

~

¢
=>sw,.*=§-’£’SW~A —Bges Y IWE ) TSR 5

Er geldt dus:

§ D = Dad™ = 2ul-€p 8. 7) 00 BT
g s:,, + Bug™ «9,“(—29 s

We vullen hier nu (8.4) in in en krijgen:

3n%s = Du 2% = Bu(=Sp ") W™y ~ - (8.8)
S ha = 22 (ha®+ 8% = 3u (€ 5. V) (hy? +5,%)

We beschouwen de w,..“s en h,u“ nog steeds als reele velden

" op N, maar we willen het transformatiegedrag voor vaste x€X'.

Omdat voor vaste m: '$x¥=-gp©§ Y is dus
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» Sw»“b =D,4‘2“L - }L—-SP‘SC”)Q»“»“(‘ ipcsgv) 9y Wu™b | (8.9) |

S “)I“.ai = qu (‘ﬂ/ub-{- S/“L)— ‘_ ?ﬂ.(‘ gpbsby)(hv“'l.' G)’ q) "’(_"‘ gpcscv) ;V‘\/_-*A

(Hier en hierna transformeren de velden dus voor vaste xe€X'!)

‘Als we nu definieren:

ey = h,®+5,.% (8.10) i

g,u = .-I %Pa Sos/NL

dan vinden we precies de generalisatie van (3.10), de trans-
formatie van de velden uit de Einstein-Cartan theorie:

) w,uab = D/“zab‘ - Dﬂtngvqb -'gvavw,uab _ (8-11)

. Vv )
S e—»“’-'- qu e/“b - /‘gvvevq __g aye/wa,

(Vreemd genoeg zorgt (8.10) er voor dat de 6.7 in alle
transformaties, die afkomstig was van de definitie Fx)=eanl-x"5. g
weer uit de transformatieregels verdwijnt.) : '
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9 Conforme gravitatie

De constructie in deze paragraaf'is jdentiek aan die in
paragraaf 8, alleen wordt de ijktheorie genomen van de werking
van een grotere groep, de conforme groep, op de Minkowski-
rUimte./ '

Eveneens als in paragraaf 8 definieren we hier met

tA = n‘b) Pﬂ’K“l D
T, () = Ad (exp (-#*8. PN Ty - O

We specificeren nu eerst de werking van de conforme groep,
voor een infinitesimale transformatie met parameters %,

%P >, 7\"(4, Ap: (analoog van (8.3))

§ X =— SA“ %Pq*’ Sﬂ“gabshv Kv__./\D X'“',_ (9_2).
-~
+ Ao 8%y xVx* - £ N85 x*

Hieruit volgt net als in paragraaf 8 het anéloog van (8.4):

i

8,7 = 0. -28%, VLM » (9.3)
gab o gk -25", AT o

% = by wate 85y X7 bu 8%, X7

-'e,..\, Sbv §%z xVxT + L 9,.“)(
Eete e+ 27, 550 XY= AD Sy XY
~ Mo §%0 §% xVXT + F AT XT

A
A = A
E',“ b 1—2 .9

Ap = /\o*'/\kas v"
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" We kunnen nu als in paragraaf 8 de transformatieregels voor.
de WaA, de W.A en de We? voor zekere m€ N en die voor
de w»A voor zekere x e X' uitrekenen (analoog. (8,6) tot en

met (8.9)).

83 Da e 2SR T2 AERT (o
sha% e 0y Bty Bapr - RpTat (o
§f2% = T2, Ba® + Da Rier + Rpfa™ | |
S gﬁ = - §p"‘ f»a + 7{,<“ fﬂa + Q;Ap (SW;:A s vrote meN)

,v -
3 'f/u“ = € qb F»L + ﬁ:“, K“ +7\"D ‘[/? "‘?/‘-L'igsﬁy) #_'rva
Sb/‘* ="§P“ M-FKK“NM-PD»/\D—-QAL"gPCScV) By

(SW}:\’ o vnede melN)
~ Vul (9.3) in:

$u®® = Dazs 2 A (h,746.) - -85 5.7 w0y (9.6)
) ‘w“ = £% (“f*}“‘ wa)ﬂf\b(“»q*sﬁq)- &L‘f?csc,)(‘-v“*qu)' o
$Pu* = 2% 8P + DulAK +Ap B~ St $p°5.”) By

Sbu = Ak (s +Sua) + FuAp =L~ 5%) by

(SW,A v wmase meN)

Swﬂ,“b = I;.z“hz!\;[? U’,u-a“' W) - - ps. w2t (*_?Pcch)R;w,.& (9.7)

) L,u“ =% (.h,»b + sﬁb) - /\D("’/“'ﬁ*sﬂ‘)" 7/*(" EPCSch ( l”,«“'& Sva) -k sresc V) By Ly“
$ Btz g% Bu" + D™ + Ap Pt~ qul(-25°5.”) S XA Ry
Sbu = A?(hpa + S,M) + Fulp ~ ul=%p°S.Y) by - (~$p°5.") b

. (SW/&A N Ped, KGX')
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Wederom: | o : | S -

e.%_h.%4+5. | : o : (9.8)
( = (8.10))

!
.- en we krijgen de velden, met transformaties,‘van conforme v +
gravitatie zonder constraints, de uitbreiding van (4.9): |

| b o ‘
FEEREOVS SR IIE S SE R RS
Seu™ = Z"‘beﬂx’—/\be—»“—-a«»gvey”“gvpvez“q | |

5= 2 B DA HA B TV RS- TV BT
Sb,« = /\Ka Cua + 9,..../\D - Qﬂ.fvbg - g"%b,«f ‘
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10  Conforme supergravitatie

We willen nu het model van paragraaf 7 toepassen voor con-
forme supergravitatie. Hiertoe moeten de verschillende ob-
jecten die in de definitie van een 1Jktheor1e (7.4) voor-
komen gegeneraliseerd worden.

Ik heb verder niet ﬁitgezocht wat onder de groep (in stijl:
supergroep) van een gegradeerde algebra moet worden verstaan,
of wat de definitie van een C* -variéteit is, indien de
kaarten waarden in een ruimte hebben met anticommuterende
variabelen. Om een definitie van verkaarting te kunnen geven
moeten we dan niet naar C *® -varieteiten, maar naar analytische
- varieteiten kijken.

Het is echter nogelijk om puur formeel de weg van paragraaf
8 en 9 te bewandelen, en er dus toch zeker van te zijn als
resultaat een sluitende aigebra en dus een goede theorie
te vinden. Hiervoor is het nodig slechts twee objecten te'
generaliseren uit paragraaf 7: |
(i) De Lie-algebra 0} wordt als gezegd vervangen door
een gegradeerde Lie-algebra met waarden in Z= f+1,-1%
(ii) De ruimte F = X moet gegeneraliseerd worden naar
een ruimte met zowel commuterende als anticommuterende
coordinaten. ' '

In het geval van conforme supergravitatie is 03 nu de algebra
die gegeven wordt in (5.2), en is X de zogenaamde superruimte.
Deze is een gegéralisatie op de Minkowski-ruimte en heeft
coordinaten . -

(x*, 8 - (10.1)

o ; : . . . -
met ¥ reeel, commuterend, 8 Majorana spinor voor 1 =1, N
en anticommuterend. Deze ruimte is dus 444N-dimensionaal:
hij heeft 4 bosonische en 4N fermionische coordinaten.
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We kunnen nu bij de afbeelding p: G xF —=>F, de afbeelding

p(f): G — F bekijken, en daarvan de afgeleide:

e (f) 0} —> TF = F, waarbij we hebben aangenomen dat F een
linealre (super-)ruimte en dus zijn eigen raakruimte is,
wat hij .in het geval van de superruimte inderdaad is. We
kunnen nu de f weer laten lopen en krijgen:

P 0 a} X F— F. Hlerln komt G niet meer voor en we kunnen
geven door deze afbeeldlng expliciet in formulevorm op te
schrlgven. |

Voor N=1 wordt dit:
(dit is de generalisatie van (8.3) en (9.2). Aangezien ik
toch niet ga rekenen heb ik de slangetjes. boven de transfor-

matieparameters maar weggelaten, en alle indices (met %L“- 

dus niet met e," ) latijns gemaakt.)

$x%= g% x° | (10.2)

~-%p*

+A\<b Xox® _ \E/\Ka x2- -:,-/\K“('ée)‘

-t Y0 -3y b(B6)

Se = "i'z“bo'a\ne -
-5 e % 0 + 5 K ©158)
~iApe
....‘.‘,‘/\AY59

- €

_x(q(ogh ysq(eg,e)) hysy”® n(oxfr"e)- z #19

(bron, modulo rekenfouten: [van Nieuwenhuizen])
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Zonder de theorie expliciet uit te schrijven kunnen we het
aantal vrijheidsgraden van de theorie uitrekenen, op dezelfde
manier als in paragraaf 6, en we verwachten dat het aantal-:
bosonische vrijheidsgraden gelijk'zal zijn'aan'het aantal
fermibn}sche. We bekijken nu eerst de verschillende aantallen
voor de algemene N1 theorie als velden op (X, e') :

het aantal onafhankelijke velden:
bosonisch: 4H{N*+15) + UNISN) = 36 N*+ 6o
fermionisch: 4-3N + 4N (N%15) = 4N* + 32N

het aantal onafhankelijke symmetrieen:
bosonisch: N2*+Is ‘
fermionisch: 8N

het aantal vrijheidsgraden:
bosonisch: (36NZ+60)- (N*+15) = 3 N*+45
fermionisch: (4N3+gzN) =8N = 4N+ 84N

Nu correspondeert één veld, symmetrie of vrijheidsgraad

op (x, B') altijd met 29N 4 24N~ velden, symmetrieén
‘respectievelijk vrijheidsgraden op - (X) . ' 4
Dus is het totaal aantal vrijheidsgraden van de N»1 theorie
in de formulering op de normale Minkowski-ruimte: '

-1 o - '
2™ (ande 352 4 34N +45) —’—-4“'" '"(4n?+ 35N + 99N +45) (10.3)

‘Inderdaad zijn het aantal bosonische en fermionische vrijheids-
graden gelijk. In onderstaande tabel vullen we N = 1,2 in

deze formule in ‘en vergelijken die met de aantallen vrijheids-—
-graden van de verschillende andere theorieén met en zonder -
constraints (respectievelijk paragraaf % tot en met 6, en-

8 tot en met 10).
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