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Laat zien dat in de A-calculus geldt
(i) SKK=1;
(i) Kl =K..

(i) Vereenvoudig de volgende termen in A. Dat wil zeggen: zoek bij
elk van onderstaande termen M een ‘eenvoudige’ A-term N zodat
AEM=N.

SKIKISS,
SI(SK),
(Azry.yzy)((Az.zz)(A\r.xzz))(Apg.qlK).
(ii) Laat zien:
A B SKK =1,
A+ SIKI =K,,
A F SSKI=1

Schrijf gesloten A-termen F' op zodat

(i) Fz = z(zx)z,

(i) FMN = N(Ax.xMx)N  voor alle M, N € A,
(iii) FM = M(MFM) voor alle M € A,

(iv) Fx = aF.

Beschouw de inductieve definitie van de substitutie-operatie (2.4 (iii) in
het dictaat). Bewijs nu het volgende substitutielemma.

Voor alle \-termen M, N, L en variabelen x,y zodat © % y en

v ¢ FV(L)



[Hint. Gebruik inductie naar M. Bekijk de opmerking na 2.6.]

(i) De functies Mult en Fac zijn gedefineerd door
Mult(n,m) = n-m,
Fac(n) = nl.
Construeer A-termen Mult en Fac die deze functies A-definiéren.
(ii) De Ackermann-functie ¢ : N> — N is als volgt gedefineerd.
©(0,n) = n+1,
p(m+1,0) = ¢(m,1),
p(m+1,n+1) = ¢(m,o(m+1,n)).

(Deze ¢ is totaal-recursief, maar niet primitief-recursief.) Schrijf een
A-term F' op die ¢ lambda-definieert.

Definieer f : N? — N door
f(m,n) = 1 alsm<mn,
= 2 alsm=n,
= 3 alsm>n.

Construeer een A-term die deze functie A-definieert.

(i) De functie Length die de lengte van eindige lijsten oplevert kan als
volgt worden gespecificeerd.
Length(nil) = 0,
Length(Cons(z,l)) = 1+ Length(l).
Schrijf een term op die deze functie A-definieert.
(ii) Maak een term Sel € A° zodat voor elke geschikte n € N en lijst L

geldt
Sel ' n'L = (L),,

waarbij (L), het L-element op positie n is.
(iii) Construeer de A-representatie van de (oneindige) lijst van drievouden.

Construeer een rij My, My, M,, ... van A-termen zodat
MO = 57
M,.1 = M, oM, voor elken € N.



10.

11.

12.

13.

14.

[Hint. Neem M,, = F™n met een geschikte F']

Teken Gg(M) voor onderstaande A-termen M.

() nam,
(i) KIS

Construeer A\-termen met de volgende (-reductiegraphen.

(i)
R
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Counstrueer een A-term M zodat:

M heeft geen §-nf, maar M M wel.

(i) Laat zien dat de term Yl geen normaalvorm heeft.
(ii) Bewijs of weerleg: voor alle termen M, N € A

MN heeft een g-nf = M heeft een (-nf.

Toon aan: voor alle A-termen M

M heeft geen S-nf = KM heeft geen 3-nf.

Construeer termen F, G, H € A° zodat

Fzy = zG(yH),
Gr = F(Kz)(zG),
Hxy = Mz2.zFxGyH.
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Teken de reductiegraph van (Az.lzx)(Az.lzz).

We definiéren

P = \vy.z(zy)y,

AZ.22.

€
|

Teken de reductiegraaf van Plw.

Construeer A-termen ()1, ()2 zodat
(i) @1 heeft een f-nf, maar @l niet.
(ii) @2 heeft geen f-nf, maar QI wel.

Construeer een A-term F' zodat voor alle M € A

FM =5 FF.

[Opmerking. Het kan ook zonder de dekpuntcombinator Y te gebruiken.]

Construeer een A\-term met de volgende reductiegraaf.

./N.
~_

Bewijs: voor elke M € A bestaat er een N € A zodat

(1) N isin (-nf,
(2)  NIl—5 M.

[Hint. Gebruik inductie naar de structuur van M|

(i) Toon aan: voor elke n € N

T =4 1.

(ii) Bewijs dat elke recursieve functie A-definieerbaar is door een term in

normaalvorm.
[Hint. Gebruik (i) en opgave 20.]
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Laat zien dat de term M = AAx met A = Aazz.z(aax) geen normaalvorm
heeft.

Toon aan dat de term OK geen normaalvorm heeft.

Construeer een term F € A° zodat voor elke n € N

Fnl=MXxg- - x,.2,.

Construeer (indien mogelijk) een A-term met de volgende reductiegraph.

Toon aan dat er geen ' € A° bestaat zodat voor alle M, N € A
F(MN) = M.

Bewijs: er bestaat geen A-term F' zodat voor alle M, N € A
FMN = true als M —g N,

= false anders.

Bewijs: voor elke D € A°
D is een dekpunt van SI = D is een dekpuntcombinator.

[Voor de fijnproevers. Kunt u ook (<) bewijzen?]

We definiéren een rij Yy, Y7, ... van A\-termen door
Yo =Y,
Y1 = Y. (SI).
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(i) Laat zien dat voor elke n € N geldt: Y, is een dekpuntcombinator.
[Hint. Gebruik opgave 28]
(ii) Bewijs: Y7 =5 ©.

Deze opgave gaat over het typeringssysteem A—.
(i) Laat zien:

= Afgz.fgz) : (B—7)—(a—f)—a—.
(ii) Bepaal types o; en oy zodat
F \zy.xyy : oy,
F Azy.y(Az.zzz)x : os.
(iii) Construeer een term M zodat

M : (a—a—p)—a—p.

(Vrij naar J.W. Klop.) Definieer

£ = Xabedefghijklmnopgstuvwzyzr.r(bijthaliastaatdekoffieklaar),
$ = LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL.

Laat zien dat $ een dekpuntcombinator is.

Deze opgave speelt zich af in A—.
(i) Ga na of de volgende termen typeerbaar zijn. Zo ja, geef dan het
meest algemene type. Zo nee, laat zien waarom niet.

SI, Sl

Aey.2(y2),
Azy.x(Az.2y).

(ii) Construeer termen M;, M, zodat

r:(a—pf)—a, ya—a—FF M : a,
F M : ((a—p)—a)—(a—a—F)—a.

Ga voor elk van de volgende A-termen na of hij typeerbaar is in A—. Zo
ja, geef een type; zo nee, leg uit waarom niet.

Avy.xy(ry),
Azy.zy(Tyy).
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Construeer een type o zodat in A—

FX (A f(Ay.x)) @ o

Ga voor elk van onderstaande A-termen na of hij typeerbaar is in A—. Zo
ja, geef een type; zo nee, leg uit waarom niet.

Azy.z(lx)y,

Azy.xz(xl)y.

Construeer een M-term M zodat in A—

FM: (a—p)—((a—p)—a)—p.

(i) Bepaal de normaalvorm van SIHSII.
(ii)) Toon aan dat de term SH(SII) geen normaalvorm heeft.
(iii) We definiéren

w Ar.xx,

P

Az.z(zww).

Teken Gg(P1).
(iv) Construeer een A-term met de volgende reductiegraph.

N

Schrijf een A\-term F' op zodat voor alle M € A
FM —5 \z.z2(zMF).

Maak een term G € A° zodat voor alle n € N
G™n1= \x.S(Sz)(Szx)---(Sg---x).

n keer

[Hint. Maak eerst een term G’ zodat G'™n ' =Sg--- x|

n keer

Construeer een \-term H zodat Hl =z en HK = y.



