Uitwerking Lambda Calculus (week 6, 08.01.2014)

1. (a)

Given A-terms P, (), construct a A-term Fpg such that

Fpotrue = P;

Fpofalse = Q.
Oplossing. Zij Fpg = Ax.2PQ = (P, Q).
Dan Fpgtrue = true PQ = P en Fpfalse = false PQ = Q)

Construct a A\-term Fj,e; such that
Fhegtrue = false & I false = true.

Dit is een speciaal geval van (a) met P = false en @) = true.
Dus F,¢y = (false, true).

Construct a term Fj,q such that

F,nqtrue true = true;
F,nqtrue false = false;
F,nqfalse true = false;
F,,qfalse false = false.

Neem F,,q = Azy.xyr. Dan F,,q true = M\y.true ytrue =
Ay.y =TI en Fy,, false = \y.false y false = \y.false.

Dus Fy,q werkt zoals de bedoeling is.
Een andere mogelijkheid is Fy,,q = ((true, false), (false, false)).

Construct a A-term G such that
G’z = true

G'PQ' = false
G"\z.P' = false.

Oplossing. Probeer G = ((Bj, By, B3)) voor zekere Bj, Ba, Bs.
Dan

Gz = T2YBiy,By,B3) = (Bi,Bs,B3)U}x(B1,By,B3) =
Bix(By, Bs, B3), dus neem By = Azy.true

G"PQ = "PQ (B, By, Bs) =
(B1, B2, B3)U3" P Q(By, By, Bs) = Bo" P "QVBi, Bs, Bs).
Neem dus By = Azyz.false.

G™\z.P" = (B1, Ba, B3)U3(A\z." P7)(By, Ba, Bs) =

Bg()\(L‘.I—P—I)<Bl, BQ, Bg) Dus B3 = /\my.false.
Conclusie: G = ({(Azy.true, \xyz.false, A\ry.false))



(b)

(e)

Construct a A-term V such that

Viz! = true
VP! = VP!
Vixx.P! = false.

Oplossing. Omdat V en G overeenkomen op " Ven "Az. M, geldt
dat hun B; en Bj3 ook gelijk zijn.

VrPQ™ = By"P"Q7(By, By, Bs) = vrpo =
<<Bl, BQ, B;;>>'_P—l = '_P—'<Bl, Bz, Bg>. Dus B2 = )\xyz.a:z.
Conclusie: V = ((Azy.true, A\zyz.zz, \ry.false)).

Construct a A-term H such that

H'z' = true
H'PQ' = V'P!
H'\x.P' = H'P.
Oplossing.  Weer: B; = Azy.true. HTPQ™ =

By"P"Q (B, By, B3) = VT P7. Dus By = Azyz.Va

H™\x.P" = Bs3(Ax."P")(B1,B2,B3) = H"P". Dus By =
AYz.yxz.

Conclusie: H = ((Azy.true, Azyz.Vx, \yz.yzz)).

Compute H'S', H'Y', where Y £ \f.(\z.f(zz))(\z. f(zx)).
Oplossing. S £ Aabc.ac(be), dus

H"™S? = H"Xabc.ac(be)™
= H"Xbc.ac(be)™
= H"\c.ac(be)™
= H"ac(bc)”
= V'ac'
= Via"

= true.

H™Y7'=H"Af.PQ = H"PQ"=V"Az.f(xx)" = false.
Define Y/ 2\ f.f((Az.f(xz))(Az.f(zx)). Note that Y = Y’. Com-
pute H"Y'!. Oplossing.
HTY' = HOAff(PQ)
= HTf(PQ)"
— Vl_f—l

= true.



3.

(a) Show that Every A-term M is either of the form
M=Xx1..2,.9Q1...Qm, 0 <n,m (1)
(with head variable y) or
M=Xx1...20.(Ay.P)QoQ1...Qm, 0<n,m (2)

(with head redex (\y.P)Q). We bewijzen dit met inductie.

e Geval 1. M =z dan is M van de vorm (1) met n =m = 0.

e Geval 2. M = NL. Stel N, L zijn van de vorm (1) of (2).
Dan N = Az;...2,.0Q1...Q,,, met O van de vorm y of

(\y-P)Qo-
Geval 2.1. n = 0. Dan NL = O0Q1...Q»L is van de vorm
(1) of (2) (geen initiéle \-s).
Geval 2.2.n > 0. Dan NL = (Az;...2,.0Q1...Qp)L is van
de vorm (2) (weer geen initiéle A-s).

e Geval 3. M = Az.N. Stel N is van de vorm (1) of (2)

N=MXzy...2,.0Q01...Qn.

Danis M = \zxq...x,.0Q1...Q, weer van die vorm.
Hiermee is de uitspraak bewezen.

(b) Show that

H'M'" = true, if M is of form (1);
H'M'" = false, if M is of form (2).

Oplossing. Schrijf
M=Axy...2,.00Q01...Qn.

H eet alle Ax die vooraan staan op, dus
H Axy.. . 2p.0Q1...Qpn'=H OQ:...Qnpn"'=V"0O". Verder is

viol = Viy' = true, als O = y;
Vgl = VPl =false, als 0= (\y.P)Q.



