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1 Opgave 1.1

Een goed en voldoende antwoord is: “Ly = Lo, want Ly en Ly zijn alle woorden
over aenb. b ¢ L3, maar b € Ly = Lo, dus Ly # L3”. Een heel gedetailleerd
antwoord is:

1.1 Ly
Per definitie L (a) = {a} en L (b) = {b}, dus L(aUb) = L(a) UL (b) = {a} U
{b} = {a,b}. Verder
L1 = L ((a U b)*)
= L(aUb)*
{a,b}"
= {a,b}°U{a,b} U{a,b}> U{a, b}’ U...
= {A}U{a,b} U{aa,ad,ba,bb} U{aaa,aad,aba, abb, baa, bab, bba, bbb} U . ..

= “alle woorden met a en b”.

1.2 [,
Per definitie

L(@) = L(a)*

= {a}’

= {a}’u{a}! U{a}’U...
{AMU{atu{aa}tu...
{\a,aa,...}
= {a";neN}.



en vergelijkbaar: L (b*) = {\,b,bb,...}. Dus

L(a*b*) = {vw;velL(a");weL(®")}
{\, a,b,ab, aab,bba, aa, bb, aabb, . ..}
= {a"b™; n,m e N}.

En dus:
Ly = L((a*b")")
= L(a*b")"
= L(ab)°UL(a*b*)' UL(a*b*)’U...
= {A}u{a™d™; n,m e N} U{a™b™a"2b™?; ny,ng,my, mg € N} U. ..
Dus Ly zijn alle woorden over a en b die bestaan uit “nul-of-meer-keer een a en

dan nul-of-meer-keer een b en dit alles een eindig aantal keer herhaald”. Maar
dit zijn precies alle woorden over a en b.

1.3 Ij
L(ab*) = {vw;ve L(a); we L(®")}
= {a,ab, abb, abbd, ...}
= {ab"; n eN}.
En dus:
Ly = L ((ab*)*)
= L(ab")"

= L(ab")° UL (ab*) UL (ab*)*U...
= {Atu{ab™; n e N}U{ab™ab™?; n1,ne e N} U. ..
= {ab™ ---ab™; k,ny,...,n, € N}.

Dus L3 zijn alle woorden van de volgende vorm: ‘“eerst een a en dan nul-of-
meer-keer een b’ nul-of-meer-keer.
1.4 Conclusie

Blijkbaar L; = Lo, maar Ly = Lo # L3, want bijvoorbeeld b € L1, maar b ¢ Ls.

2 Opgave 1.2

2.1 Opgave 1.2 (i)

Een goede oplossing is (aUbUc)(aUbUc)(aUbUc) en dat kun je contro-
leren door de definities uit te schrijven: L((aUbUc)(aUbUc)(aUbUc)) =
L(aubu c)3 = {a, b,c}3 =33 = {010203;01,02,03 € X} = {w;w € T*; #w = 3}.



2.2 Opgave 1.2 (ii)
Een goede oplossing is (aUbUc)(aUbUc)(aUbUc)(aUbUc)", want

L((aubuc)(aUbUc)(aubUc)(aUbuc)”)
= L((aubuUc)(aUbuUc)(aubuUc))L((aubuc))
YW¥L(aubuc)*
IR vy
= {vw;vEES,weZ*}
{w;w e ¥*; #w > 3}.

2.3 Opgave 1.2 (iii)

Gegeven een woord w, waarin aa precies twee keer voorkomt. Er kunnen twee
dingen aan de hand zijn: w = wjaawsaaws of w = wyaaaws, waarbij aa niet in
w1, wo en ws zit en verder: w; niet eindigt op een a; w3 niet met een a begint
én woy niet leeg is en noch eindigt noch begint met een a. We maken voor de
voorwaarden op wi, we en ws eerst afzonderlijke reguliere expressies.

aa mag niet in wy voorkomen en w; mag niet eindigen op een a. We laten wq
hier allebei aan voldoen, als elke a in w; opgevolgd moet worden door minstens
één b. b* (abb*)™ is dus precies de reguliere expressie waar w; aan moet voldoen.

Met een vergelijkbare redenering, kom je erachter dat w3 moet voldoen aan
(b*ba)™ b*.

De voorwaarden voor ws zijn iets ingewikkelder: wy mag niet leeg zijn, aa
mag er niet in voorkomen en ws mag noch eindigen noch beginnen met een a.
De reguliere expressie bb* (abb*)™ beschrijft precies de voorwaarden op ws.

We voegen de deelexpressies samen tot

b* (abb*)" aabb* (abb*)* aa (b*ba)™ b* U b* (abb*)" aaa (b*ba)* b*

waarvan we nu inzien dat dat een oplossing is.

3 Opgave 1.2

Gegeven zijn L1 = {w € {a,b}" ; bb komt niet voor in w} en Ly = L (a* (baa*)* b?).
De opgave is aan te tonen dat L1 = L,. Dat betekent dat we moeten laten zien
dat L1 Q L2 en L2 g Ll.

Verkort “v komt voor in w” tot v C w. (Oftewel: v C w <= Jwy,wy €
¥* [w = wivws)).

3.1 L,CIy

Als bb IZ w en bb [Z v, maar bb T vw, dan moet v eindigen met een b en w
beginnen met een b. Stel dat A, B C ¥* en dat voor alle w € AU B, bb [Z w en
w eindigt niet met een b, dan geldt dit ook voor alle w € AB. Dit geldt L (ba)



en L (a), dus uit het voorgaande volgt dat het ook geldt voor L (a*), L (baa*),
L ((baa*)"), L (a* (baa*)") en L (a* (baa*)" b?). Dus voor elke w € Ly, bb Z w
en daarmee w € L.

3.2 L1 C Ly

Gegeven w € L;. Dan komt bb niet voor in w. Dan is w van de vorm
a™ba™ba™b...ba"-tba"* waar ng,n; > 0 en ny,...n,_1 > 1. Bijvoorbeeld
voor baaabis k=2, n9p =0,n, =3 enny =0 en voor aais k =0 en ng = 2.
We onderscheiden twee gevallen: w eindigt met een b of niet. Oftewel: ni = 0
of ny > 0.

ng =0 Allereerst: a™ € L(a*) en b € L(b?). Verder voor elke 1 < i <
k—1, geldt n; > 1. Dus a®%~! € L(a*). Dus ba" = baa"~! ¢
L(baa*). Dus ba™ba™...ba"' € L((baa*)"). Dus allen tezamen:
w=a"ba™ ...ba"'b e L (a* (baa*)"b?). Dus w € Ls.

ng > 0 Allereerst a™ € L(a*) en A € L(b?). Verder voor elke 1 < i < k
geldt n; > 1 dus ba™ba"...ba"* € L ((baa*)"). Beide tezamen: w =
a"ba" ...ba"*"'ba" X € L (a* (baa*)" b?). Dus w € Ls.

Dus in alle gevallen: w € L.

4 Opgave 1.3

Een goede oplossing is
(b (aa)"bU (aUb(aa)" ab) (bbUba (aa)*ab)” (a U ba(aa)* b))*

De methode om tot deze oplossing te komen, wordt behandeld in het derde
hoorcollege.



