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0 INLEIDING,

R In deze skriptie zullen wij een analogon behandelen van
Runik®s cuie: he{ regelmatig viervlak,

> @@ 0 Tn hooflistuk 1 wordt beschreven hoe dit eruit ziet.

é§7 Tevens - worden aar naasen en beqrippen, die we in latere

hoofdstukken nodia hebben, ingevoerd,
In hoofistuk 2 berekenen we het Aaantal standen dat je
Q§;> kunt kKrijgen, als je vanuit de beginstand beuint te draaien,
(@) . We bepalen Jdaar welks van e mogelijke standen zeker niet
ama/c.goh door draaien te bereiken zijn, waarna we In hoofdstuk 3
- aantonen dat alle standen die dan noy overtklijven, ook
inderdaad vanuit de peginstand te bereiken zZiin,
V(lh Tegelljkertijd wordt in d4at hoofdstuk een oplossiniaswetiiode
Jegeven, w~aarwee de pyramide op te lossen 1is .iocor met

slechts 3 van Jde 4 vlakken te draaien,

I hoofdstuk 4 worden de zogenaamde onmogelijke standen

L/( P [ é (dat zijn standen lie niet te bereiken zijn door vanult de
}§3L(, I S U E. beyinstand met .de vlakken van de pyramide te draaien)
ingedeald in 23 Klassen. pit doen we door een aroeps-

homomorfisae van de standengroep naar de invariantengroep te
maken., In tegenstelling tot de andere hoofdstukken zal nier
weer gehruik dgemaakt worden van groepen=-theoretische
begrippen.

In neofdstuk 5 zijn we een beetje aan het rekenen
gJeslagen, et resultaat daarvan 1s een tabel, waarin
aangeqgeven is welke or-les een operatie zoal kan hebben, en
noeveel verschillende standen er zijn wet die orde.

T hooflstuk o gyeven we een afschatting van het minimum
aantal keren draalen waarhinnen de pyramide altijd aoed te
Krijjen is. vVan enkale faKtorgroepen zal deze zoyenaamde
diameter precies bereken:d worden,

In hoot:dstuk 7 geven we een algorithme die operaties
genereert Jdie de ribbeblokjes vastlaten, en die bestaan uit
ean Kombinatie van draaiinijen met uitsluitend het R-vliak en
het L=vlake.

In hoofdstuk 8, tenslotte, hepalen we de struktuur van de
jroep die je krijat als je ook noa kijkt naar draaiingen van
de coentra van le pyrami-de, Nierbij waken we aebruik van het
feit Jdat het tetralller zelf-iuaal 1is,( Bij Runrik’s cube
Zouden we Jdeze struktuur anders mroeten bepalen, ondat e
knhbus  diaaal is wmet een rejgelnatig achtvliak en niet met
zichzelt.)

ce { erum censemus Nijmeyen

Cubum 27 Januari

e sse delendum /ﬂ (VZ S-S
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I WNOTATIE,

1.0 1Inleiding,

Jaar analoagle van ubik’s cube kan men zich een op
sourtgelijke wmanier verieel. regelmatiqg viervlak (pyramide)
voorstellen, In dit thoof:lstuk beginnen we met het
neschirijven van deze pyramide waurvan we wat eidenschappen
aonlerzocht hebben, laarna zal er een onotatie ontwikkeld
anrden, zowel voor het aangeven van operaties alts voor het
aan‘jeven van standen van de pyranide, Tegelijkertiijd zullen
ar wat namen en pedgrippen inygevoer:d worden.

1.1 Beschrijving.

he pyranide die we anterzocht hebhen is een regelmatig
viervlak lat bestaat ait 4 + 6 + 4 plokjes en een kern, Er
kan aet leler van Jde vier vlakken gedraaid worden en o0k
ihier veranderen er allerlei "kleurtjes" van plaats. ilet
grote verscnil met Rubik’s cuabe is Jdat we bhier te maken
neoben met vier in plaats van zes vlakken,

de hadlen deze pyranide 1n principe ook regelmatig
viervlak of tetradler kunnen noemen, Het verschil tussen
pyraatde en reyelmwatlig viervlak zit hem in het felt dat je
bij een pyramide veronderstelt dat er een speciaal vlak is,
namelijk het groadvlak, terwijl Jje bij een regelmatiqg
vierviak uitqgaat van vier gelijkwaardiae vlakken. e reden
dat we voor -:le naan pyramnide aekozen hebben, hoewel er hier
toch duidelijk sprake is van vier gelijkwaardige vlakken, is
dat We zo Jauw we de pyramide in handen hebben, &8n van de
vier vlakken als arondvliak beschouwen,

e pyramide Kt je opaebouwd denken uit drie
verschillende soorten nlokjes: '

1) blokjes waarvan slechts een kleur zichtbaar 1s

2) hlokjes waarvan twee kleuren zichthaar zijn

3) blokies waarvan drie kleuren zichtbaar zijn

ien blokje van de eerste soort noemen we een centrum, ecn

van. dJde tweede soort een ribbeblokje en een van de dorde
soort een hoekbhlokje (zle fijyuur 1,.)
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figuur 1.
Een voorbeeld van een centrum (1), een ribbeblokije (2)
en een hoekblokje (3),

In totaal bestaal de pyramide dus uit 4 centra, 6
rinbeblokjes en 4 hoekblokjes.

Madat we de notatie die we gaan invoeren niet afbankelijk
sillen laten zijn van e kleuren die op de pyramide zijn
aanaebracht, voeren e een kleuronafhankelijke notatie in.
We zetten e pyramide voor ons op tafel zo dat &&n van de
opstaande ribhen naar ons toegekeerd is, We noemen nu  de
Kleuren van de centra van het ondervlak, het achtervlak, het
linkervlak en het rechtervlak respektievelijk 0o, A, L en R
(zie figuur 2,)

figuur 2.

De tekeningen die we gaan uyebruiken om bepaalde standen
van de  pyramide af te beelden zullen eruit zien als figuur
3. 1o leder vlakje staat e letter die de kleur van dat
viakje aandgee(t, Waar dat nodlg {is zal gebruik aemaakt
Worden van ecen rijtje letters om de pyramide heen, die de
Kleuren aangeven - van Jde vlakjes die in de tekening niet
zichtbaar z1ijn, In fiquur 3 is de beyinstand afgebeeld.
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figuur 3,
Fen voorbeeld hpe de bhegipnstand afgebeeld
kan worden,

Vaak zullen we alleen die kleuren in de tekening aanqgeven
die op dat moment relevant zijn, Hoewel op deze tekening het
zesde rivsheblokje en twee centra niet zichtbaar zijn, ligt
door zo’n tekening toch de hele stand van de pyramide vast,
ervan uitgaande dat je met de beginstand begonnen bent met
fdraaien, Door het Jdraaien met e vlakken van de pyramide
blijven de centra imaers op nun plaats en van het zesde
rihbeblokje weten we precies in wat voor stand het op die
vlaals zit, omliat we niet 6éé&n ribbeblokie alleen KkKunnen
draaien (zle hoofdstuk 2,)

Naast deze tekeningen zullen ook andere, abstraktere
plaatjes ygebruikt worden. Dit is vooral het geval als we
standen van e pyranide afbeelden in zogenaamde kaarten (zie
foofdstuk 3 en o,) In figuur 4 zijn deze abstraktere
afvecldingen van de pyraamide getekend,
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figuur 4.

e afoeelding In Liguur 4a wordt vooral aebruikt bij de
Z0 Jjenaanle draaikaart van hoekhlokijes en bilj de
permutatiekaart van hoekblokjes; de atheel:ting In figuur b
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bij de draaikaart van ribbeblokjes., De letters L, R, Aen 0
zZijn er Dbijgezet om aan te geven welk vlak waar afagebeeld
wordt,

1.2 penoceming van de blokjes en van de plaatsen,

Ne vier letters waarmee de Kleuren benoemd werden, gaan
we 00K gebruiken om Je blokjes te benvemen, Een centrum
zullen we aangeven met dezelfde letter als de Kleur van dat
centrum, Een ribbeblokje heeft twee kleuren, dus dat kan
dangegeven worden door twee letters; een hoekblokje op
dezelfde manier Jdoor drie letters. We spreken at dat we bhij
Jde  benoeming van een hoekblokje de kleuyren vdan dat
hoekhlokje, van bultenaf qezien, rechtsom zullen benoemen.
e waken geen afspraak over met welke kleur we beginnen.

Op deze manier hebben we dus precies &&n notatie voor een
centruin, twee verschillende notaties voor een ribbeblokije en
drie verschillende notaties voor een hoekblokije.

Voor de plaatsen waar .e blokjes zitten zal dezelfde
notatie gebrulkt worden., Als we dus spreken over de de
plaats LAR, ARJ, of RLA, dan bedoelen we de plaats waar het
hoekblokje met de kleuren L, A en R zit, als de pyramide in
de beginstand 15, FEvenzo heldoelen we met de plaats LR of RL
de  plaats waar in de npeginstand het ribbehlokije met de
kKleuren L en R zit, Iver de plaats van een centrum zullen we
niet spreken, omdiat e centra door draaiingen met de vlakken
van dJe pyramide toch op Adezelfde plaats blijven, Wwel 2zullen
we het vlak waarin een centrum ligt, aanduiden met de kleur
van -dat centrum,

Als er jJesproken wordt over een hoekblokje of ribbenlokje

in Kombinatie wet e plaats waar het zit, dan klezen we de
naam van die plaats zodaniy, dat de kleur die overeenkoint
net.  de beginletter van de naam van het hoekblokje of

ribbeblokje, zichtbaar is in het vlak dat overeenkomt met de
bejinletter van de plaats (zie figuur 5.)
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fiquur 5,

In deze filoguur is de stand afgyebeeld die ontstaat
na draaling van vlak L over 120 graden rechtsam,
‘loekblokje DAL zit dan bijvoorbeeld op plaats ARL en
ribbebiokje LA zit op plaals LR,

1.3 Notatie van draaiingen,

De  letters L, 2, A, en 0N wonrden ook gebruikt om
draaiinagen  aan te geven, Als X een van deze letters is, dan
bedoelen we met X een draalina van 120 gyraden rechtsom om
centrua X ‘van buitenaf qgezien, Rechtsoa draajen is dan met
de klok meedraaien, terwijl vlak X van de pyramide naar ons
tongekeerd is, In flguur 4 bijvourbeeld is de draaiing L
uitgevoerd, Twee keer een draaiing van 120 graden rechtsom
om centrua X kan nhia aangegeven worden met XX of Xwacht2,
maqar zal, omdat het effekt hetzelfde is als van een draaiing
tinksom o%w centrum X, neestal vervanagen worden door X°,
(Vanweye de heperkte monelijknheden van de printer, schrijven
we Xsacht2. +¥e bedoelen hiermee X tot de macht 2. 1n de rest
van «de skriptie zullen we m@machtsverhetfen in het algemeen 2o
noteren,)

ken operatlie definieren we 4ls een reeks van draaiinaen
an 7.e zal Jenoteerd wor«den door de draalingen die
achtereenvolgens uit jevoerd moeten worden, van links naar
recits achter elkaar te plaatsen, Als er bijvoorbeeld staat
LR lan il dat zeygen dat we eerst vliak L 120 graden
linksom moeten draaien en Jdaarna vlak R 120 graden recnhtsom.
De lengte van een operatie 1s het aantal draaiingen waarult
1e ooveratie hestaat, Een operstie van lengte 1 is dus een
dAraaiing,

- ==
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IT HET AANTAL MOGELIJKE STANDEN,

2.0 Inleiding.

In dit hoofrdstuk willen we bekijken hoeveel verschillende
stanlden we, :door te draalen vanuit de beginstand, kunnen
bereiken, WHiertoe berekKenen we eerst hoeveel verschillende
standen te konstrueren zijn door de pyranide eerst even te
Jemonteren,

Vervolgens qgaan w~e bekijken of we aan een stand bepaalde
invarianten KkKunnen toekennen, Jd.w.z. eigenschappen van een
willekeuriige stand (eventueel in een getal uyitaedrukt) die
niel veranderen als we et een willekeurig vlak draaien, De
invariante eigenschappen die de beyginstand heeft, moeten
alle door lraailen te hereiken standen dan ook hebben,

Jadal we de invarianten bepaald hebben berekenen we hoeveel
verschillende standen er zijn met dezelfde invariante
eigenschappen als Jde heginstand. In het volaende hoofdstuk
laten we zien dat al <deze standen ook daadwerkeliijk te
bereiken zijn.

2.1 Aantal konstrueerbare standen,

Als we de pyramide Jdemonteren houden we alleen het skelet
ervah over en nataurlijk 4  losse hoekblokjes en 6 losse
ribheblokjes. Het is niet mogelijk 2 standen in elkaar over
te voeren Jdoor de pyramlile als geheel te rdraaglen, omdat e
centra elk een andere Kleur hebben, Bovendien verandert er
door aan de vliakken te draalen niets aan het skelet (het is
niet te zien of een centrum eventueel gedraaid is.(1)) Dus
is het aantal konstrueerhare standen dgelijk aan het aantal
manieren om de losse blokjes weer teruj in het skelet te
zetten.,

Het aantal wanieren ow rle 6 ribbeblokjes in het skelet te
zetten is gelijk aan 6!¥2machté, omdat je voor het eerste
blokje dat je in het skelet wilt 7zetten & moaeliikheden
hent, voor net twee.le daarna nog 5 enzovoorts (6!) én omdat
je elk van die blokijes ook nog op zijn plaats zou Kkunnen
draaien (2uwacht6).

Met dezelfde arguaenten kun je bewijzen, dat het aantal
manieren o Jde 4 hoekblokjes in het skelet te zetten, aelijk
is aan 4!¥3nachtd (elk hoekblokie kun Jje op 3 verschillende
awanieren op een bepaalde plaats In het skelet zetten,)

(1) Tu hoof-istuk 8 Jaan we er vanult Jdat je wel kunt
zien of een centrum gedraall is,
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Ne ribbeblokjes kKun je onafiankelijk van de hoekblokijes
in iiet skelet zetten, lus het totale aantal Konstrueerbare
standen 1s  6!¥2machté¥dl¥3Imachtd en dit is gelidk  aan
89,579,520 (seer d44an 6 keer het aantal Mederlanders.)

2.2 Invarianten,

2,2.1 Permutatie~invarianten.

Als je alléén naar de plaatsen van «de blokjes kijkt, =zie
je dat elke stand een verwisseling is van de 4 hoekblokijes
en van de 6 rinbeblokjes, De verzameling vVarn alle
verwisselingen van n elementen 1s een groep en heet de 8n.
Je kunt een stand .Jus zien als een element uit het direkte
produkt van 34 en 56.

Als je aan een vlak van de pyramide draait, veranderen er
3 hoekblokjes en 3 ribbehlokjes van plaats en wel in een
cyclische verwisselina, Dit heet ook wel een 3-cykel van
hoekblokjes en een 3=-cykel van ribbeblokjes, We weten dat
3-cykels even verwisselingen zijn(2), Yok weten we dat, als
we Lwee even verwisselingen achter elkaar ultvoeren, 4dit
weer een even verwisseling oplevert. ken even verwisseling
Jevolad door ean  oneven verwisseling, en een oneven
verwisseling qgevolgd door een even verwisseling, levert 1in
peide gevallen als einidresultaat een oneven verwisselina op,
An.ders qezedd: even verwisselingen veranderen het teken niet
(een even verwisseling neeft als teken +, een oneven
verwisseling heeft als teken =-,) Het teken van de
verwisseling ten opzichte van de beginstand 1is dus een
invariant,
de hehben elgenliik in &&n kKlap 2 invarianten gevonden:
ilet teken van le verwissellng van de hoekblokjes é&n het
teken van Jde verwissaling van de ribbeblokjes(3).

(2) De Jgroep van de  even verwisselingen van n
elesenten is een ondergroep van Son en heet An, e
standen die we door draaien vanult de beginstand
kunnen bereiken zijn dus op te vatten als elementen
van Ad¥A6, jater zullen we bewijzen dat we 00k alle
elementen van Ad¥A6 kKunnen bereiken,

(3) #ij Rubik’s cube is dit een beetje anders. NDaar
veranleren bij een draaiiny 4 hoekblokjes en 4
ribbeblokjes van plaats in een 4-cykel, Fen 4-cykel
is een oneven verwisselinyg, 8i3 de kubus is het dus
ook mogelijk oneven verwisselingen van noekblokjes en
(tegelijkertije) oneven verwisselingen van
ribbeblokjes te Kkrijgyen., DIt 1s een helangriik
verschil tussen d2 kKubus en de pyrami-de,

@

De Pyramide Hoofdstuk 2

A o s B4 D e A 0 e et T e > = A - A T o o o

2.2.2 Inleiding gedraaldhelds-invarianten,

Voor we Jnvarianten, die te maken hebben met het al of
niet gedraaid zijn van de blokies, proberen te vinden,
noeten we eerst eens nader bekijken wat Jat gedraaid ziin nu
eigenliijk is.

Van een blokje dat op ziin bejinplaats zit (dat 1is de
plaats waar het In de beginstand zit), is het gemakkelijk e
zeygen of het Jedraald zit of niet en, in het yeval van een
hoekhlokje, of het rechtsom danwel linksom gedraaid zlt (van
bultenaf qgezien), daar hoe weet je nu of en hoe een hlokje
Jedraaid zit, als het niet op zijn bheginplaats is?

Ui te weten of bijvoorbeeld het Links=Onder-ribhebliokjes
gedraaid zit als bet zich bevind tussen het Rechts-centrum
en het Achter-centruu, moet je weten hoe het daar ‘hoort’ te
zitten, Moet dan Ininks aan Rechts grenzen of juist aan
Achter?
at ‘weet’ niemand, Dat kan ook niemand weten want dat
blokje hoort daar helemaal niet te zitten, Uit de
ongedraaide stand op de bedinplaats kun je niet afleiden wat
ongedraaide standen op de andere plaatsen zijn.

ftet is echter wel mogelljk owm als hulpwiddel zelf te
definieren wanneer een blokje gedraaid zit. Dnit kan op
talloze manieren, Jo zou zelfs kunnen definieren dat een
hlokje, als het niet op =zijin beaginplaats zit, altijd
Jedraaid is, Maar het is te vrezen dat je dan, in plaats van
een hulpmiddel waarloor er herkenningspunten ontstaan op de
wedgen naar de beyinstand, een rookboam in  handen peot die,
als je hem gebruikt, hot gehele weuen=Joolhof met rook vult,
waardoor Je blij madg zijn dat je noag eraens een afslaa  kunt
vinden, ook al hep je aeen flauw idee of je die weqg niet Al
eerder ingegaan pent.

Het is zinvol om een gedraaidheids~definitie zodaniag te
formuleren, dat het effekt van een draaiinag met een vlak ap
de gedraaidheid er alleen van afhangt, of het blokje op een
bepaalde  plaats  Jedraald zat en niet van welk blokje er op
¢die plaats 7zat, (31j Je znjuist qgenoemde rookbhom-definitie
kan de aedraaidheild alleen veranderen als een blokje van
z13in beainplaats af jaat of erop komt,) iet is zo zinvol om
een derygelijke detinitie te gebruiken, omdat het daardoor
wmojelijk wordt de Kaarten te tekenen die in de latere
hoofdstukken gebruikt worden,

We zullen nu  een algemeen raamwerk van deraeliijke
definities geven,
he definitie moet z6 zijn Jdat de gedraaf.idheid niet afhangt
van welk bloKje er op een bepaalde plaats zit, Vanuit de
Jeldraaidheids=-detinitie hekeken, moeten alle blokijes
hetzelf.de zijn,
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it berelken we Joor elk blokje een zodugenaamde hoofdrichting
te aeven(4), Voor e geldraaidheid 1is +dan bpilet meer van
belang welk wlokje op een bepaalde plaats zit, maar alleen
waar de hoofdrichting van het betreffende blokje is,

Na te weten of het oblokje gedraaid is, veraeliiken we de
1{g9ing  van le hoofidrichting wmet de hoofdrichting van de
plaats waar het hlokje zit (Jde ligging van de hoofdrichting
van een blokje op cen plaats In de beginstand noemen we de
hoofiricnting van die plaats,) Je moet dus niet alleen elk
nlokje een hoofdrichting geven, maar 00k de hoofdrichtinag
van de plaatsen onthou.len(5),

Er zijn nog al wsat mogelljkheden om alle blokjes een
hoofdricliting te geven, Voor elk van de 4 hoekblokjes heh je
de keus uit 3 richtingen en voor elk van de 6 ribbeblokjes
he Je de keus wuit 2 richtingen, In totaal ziin er dus

3macnht t¥2macnt6=5184 verschillende gedraaidheids=-
definities(6).
da  al deze voorbereidende beschouwingen kunnen we nu

eindeliijk naar gedraai-lhelldsinvarianten gaan kijken,
2.2.3 Gedraaldheids~-invariant van hoekblokjes.

Ferst Kljken we alleen naar wat er met de hoekblokijes
Jebeurt. Daartoe geven we een Qgeschikte gedraaildheids=~
lefinitie. In figuur 1 is sangyeyeven wat de hootdrichtingen
zijn.

i I
| i
{ I
| |
i b |
! |
1 e/ [
| |
{ |
[ ’ i
figuur 1,
(1) Voor een praktische ulitwerking hiervan zie

Appendix A,

(3) Fen konreet voorbeeld is te vinden in Appendix A,
(5) Uiteraard zou je, door naar symwetrie#n tLe
kijken, een Aaantal van dle definities hetzelfde
kKuannen noeaen, We zullen daar echter niet verder op
ingaan,

- 1) ==

Pe Pyramide Hoofdstuk 2

> > " o iy - " ot . A% P = AN W = W AL A e o e W = -

stel je voor dat figuur 1 de beginstand weergeeft en dat we
daarop de draaiing §, toepassen, Het resultaat is dan fijguur
2.
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fiquur 2,

nmdat figuur 1 de beginstand voorstelt, is het qemakkellijk
de  hoofdrichntingen van figuur 2 met die in <de beginstand te
vergelijken., de zien: het blokje op plaats LAR zit linksom
gedraalid, evenals de blokjes op de plaatsen ROL en ALD; het
blokje op plaats ORA zit onagedraaid.

Als een blokje linksom iIs qedraaid zeaqgen we dat ziin
Jedraaldiheid =1 is, 1is bet Dblokje rechtson gedraaid dan
zeggen we Jdat zijn 7edraaldheid 41 is, en tenslotte, als het
blokje onaedraail iIs dan is zijn gedraai-iheid 0,

De totale hoekjedraaidheid is de som van de aedraaidheden
van alle hoekbhlokies, In figuur 1 is de totale
hoekyedraaidheid dus 0 en in figuur 2 =3,

pe ygedraaldheldsdefinitie is zodaniy symmetrisch aqekozen
dat ook na  toepassen van R, A of O op de beginstand, de
totale hoekgedraaidheid «3 is. Als we L’, R, A’ of 0’ op e
beginstand ha‘lden toegepast was e totale hoekgedraaidneid
+3 qgeweest, (Ga dit nal) Door toepassen van een draaling op
Jde  beginstand verandert e totale hoekgedraaidheid dus met
+3 of awmet =3, We  zoeken echter een invariant: een
eiyenschap, eventueel in een aqetal uitaedrukt, van een
willekeurije stand, :dle niet verandert door het toepassen
van een draaiing, Als Jde totale hoek:gedraaidheid verandert
met +3 of net =3 dan verandert e totale hoekgedraaidheid
modulo 3 dus niet!
Je maken eon nieuwe definitie van de totale
hoekgedraaidheid:
De totale hoekgedraaidheid is de som van de aedraalidheden
van alle hoekblokjes mwmodulo 3, se zullen voortaan ook de
gedraaldheden van elk van de hoekblokies modulo 3 nemen: een
jerdlraaldheid  van +2 is dan hetzelfde als een gedraaidheid
van =1,

- - 11 -
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Ts deze totale hoekyedraalidheid een echte Invariant, dat
wil zeayen verandert hij ook bij een willekeurige stand
niet?

Stel Jdat we een willekeurige stand hebben, De totale
Jedraaidneid van die stand noemen we X, We draaien nu elk
hoekblokje (door middel van demonteren van de pyramide)
zodanig dat zlin gedraaidheid 0 wordt, Je zou Kunnen zedggen
dat we dan een totale gedraaidheid van =X toeqgepast hebhen,
Hierna passen we een draaiing van een vlak toe die we D
zullen noemen, De totale hoekgedraaldbeid blijft 0, omdat
we , wat hoekjedraaidneid bLetreftt, in Jde heginstand zaten,
vervoligens passen w«e op elk hoekhlokje een draaiing toe die
teyenagesteld 1s aan de draaling die we toepasten om dat
hoekolokje gedraaldheid 0 te geven, De totale gedraaidheid
1s -tan weer X, en we hebhen precies Jdie stand gekreaen die
we- zouden KkKrijgen als we op de willekeurige stand de
draaling D toegepast hadden,

De totale hoekgerdraaldneld is dus een echte invariant.

2.2,4 Gedraaldheids=-invariant van ribbeblokjes.

Op onjeveer dezelfde manier gaan we kijken naar het
draaien van de ribpeblokjes,
we dgeven eerst een handige qgedraaldbeidsdefinitie. In figuur
3 is aanyeyeven hoe we de hootdrichtingen in de beyginstand

kiezen. e  kant waar het streepje staat is de
hoofdrichting,

figuur 3.

Als we hierop L toepassen krijuen we fiquur 4.
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figuur 4,

de zien 'dat e ribbeblokjes op de plaatsen LO en RO gedraaid
zitten, Alle andere ribbehlokjes zitten ongedraaid,

Als een ribheblokje gedraaid zit, =zeagen we dat zijn
gedraalaheid 1 1is; =zit het onaoedraald, dan zeguen we dat
z1jn gedraaldheid 0 is, De totale rihbegedraaidheid is de
sof van de aedraaidheden van alle ribbeblokjes.,

De totale ribbegedraai:heid in fiquur 3 is 0, in fiquur 4 is
deze +2. Als We L’ toegepast op de bedinstand was de totale
ribbededraaidbeid ook +2 geweest (we hadden dan zelfs
precies dezelfde tekening gekreqgen,)

e ribbegedraaidbeidsdefinitie is zodaniqg symmetrisch
gekozen dat ook 0, 0", R, R’, A en A°, toegepast op de
beginstand, een ribbegedraaidheid van +2 opleveren. Door
toepassen van een draaiing op de beaginstand verandert de
ribnegedraaidheid met +2.

Om een iInvariant te maken veranderen we weer de
definitie:z
De totale ribbeqedraaisiheiqd is de som van de aqedraaidheden
van alle ribbeblokjes wojulo 2,
det  behulp van eenzelfde soort argument als voor de
hoekjedraaldheldsinvariant ziet men gemakkellijk in dat ook
dit een echte invariant is.

2,2,5 Samenvatting,

Samenvatteni kunnen we zegaen dat er 4 invarianten ziin,
We zullen ze Dhieronder noa eens allemaal opschrijven met
tussen haakjes erachter de verschillende waarden die ze aan
kunnen nemen,

= het teken van de verwisseling van de hoekblokjes (+,=)

- het teken van de verwisselinag van de ribbeblokijes (+,~)

= 13 ==
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4e totale hoekgedraaldheia (0,1,2)

de totale ribbeyedraaidheid (0,1).

Aantal vanuit de beginstand te bereiken standen.,
Nn Adat aantal te hepalen doen we nog 3 dingen:
de Invariante eigenschappen van de beginstand bepalen,

tellen hoeveel stan.den er ziin met dezelfde invariante
elaenscnappen,

aantonen -lat al deze standen, door draaiingen vanuit de
beginstand, te berejiken zijn,

Het eerste is sgiwpel. In de beaginstanid is niets
verwisselil, Dat is een even verwisselingy, dus het teken
van zowel de verwisseling van de hoekblokjes als van de
ver#isselingy van de ribbeblokjes is +. Er is ook niets
gedraald, dus de totale gedraaldheden zijn allebei 0,

Stel je voor <dat je de pyramide demonteert en er alles
weer teruj in gaat zetten,

4at de plaatsen van de hoekblok jes betreft:

als je :le eerste twee hoekblokjes 1in hetf skelet hebt
aezet, Kan en moet je het ‘derde en het vierde er zodania
in zetten, Jat je een even verwisseling hebt, Je hebt dus
alleen vrije keus voor e eerste twee hoekblokjes; de
plaats van het derde en het vierde 1ligt dan vast. Dit
geeft 4%3=12 mogelijkneden(7),

Op Jdezelf:de manier vinid je voor de plaatsen van de
ribbeblok jes H¥5%4%3=360 nogelijkheden(8),

Wnt de gedraaldheid van de hoekblokjes hetreft:

Als je 3 hoexblokjes een yedraaidheid hebt fgegeven kKan en
moe je het vierde =zodaniyg Jdraaien dat de totale
hoekdgedraal theid o is, Pus je hebt alleen vrije keus
voor de eerste 3 hoekblokjes. De jedraaidheid van het
vierde 113t dan vast. Dit geeft 3macht3=27 mogelijkheden,
Np rezelf:.le manier vind je voor de geliraaidheden van (e
ribbeblokjes 2macht5=32 mogelijkheden,

Je kunt al die siingen onafhankeli jk van elkaar kiezen en
dus  zijn er in totaal 12%360%27*372=3_.732.460 standen met
dezelfde invariante eigenschappen als de bheyinstand., Dnat
is 1/24 van het aantal konstrueerbare standen., Dus als je

7
T

) Dit is gelijk aan het aantal elementen van A4,
) Het aantal elementen van A6 is ook 360.

-—— 1] =
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de pyramile op een willekeuriyge

zet, heb je naar een kans van 1 op 24 dat je hem door
draalen weer in de beginstand

¢) In het volgende hoofdgtuk
dat, maar ook hoe Je

kunt krijgen,

wordtg

15

vanuit
toepassen van draalinjen de heginstand kunt bereiken,
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III OPLOSSINGSMETHODE,

3,0 1Inleiding.

Nu het bewljs van het voridge hoofdstuk te voltooien,

volat in 4it hoofdstuk een oplossingsmethode voor de
pyranide,
De gebruikte oplossingsmethode is een 3~vlaksmethode, dat
wil zeggen dat met &én vlak nooit gedraald wordt. ¥e hebben
dan meteen bewezen dat het mogeliik is de pyramide op te
lossen door slechts aan Irie van de vier vlakken te draaien,
Van de gebrulkte metnode wordt tevens berekend hoeveel
draaiingen er maxinaal voor nodiy ziin. Daarbij dient
opdgenerkt te worden, Adat we, mede gezien net feit dat de
gehruikte nethode slechts een  3-vlaksmethode is, 4geen
overdreven moeite geljaan hebben om het maximum aantal
draalingen klein te naken,

Globaal bekeken valt de methode in 2 stukken uiteen:
eerst worden de ribbeplokjes kKorrekt jemaakt en daarna de
noekblokjes,

e ribbeblokjes worden aangepakt met behulp van de
zojenaamde 2-vlakspermutatiekaart van ribbeblokijes (zie
appeindix R). Die Kaart 1s ook te zien als een Cayley araph
van A5,

De hoekblokjes worden daarna op de juiste plaats gezet en
gedraaid, Dit doen we door te kijken wat het effekt is op
hoekblokjes van enkele "lussen" op de 2-vlakspermutatiekaart
van ribneblokjes, (Dergelijke lussen horen bij operaties
Jdie Je ribbeblokjes vastlaten,)

Neze effekten wor.len genoteerd 4oor mid:del van zoJenaamde
draaicykels. In paragraaf 3.2 zal behandeld worden wat (deze
draalcykels voorstellen en hoe ermee Jewerkt moet worden,
iet behulp van dle draalcykels worden de hoekblokjes (en dus
de aehele pyrainide) In orde gemaakt,

Daarmee 1s bewezen dat er niet alleen niet meer dan
3.732.480 woqgelljke standen zijn, maar dat deze 00k allemaal
vanulit de bhejginstand te bereiken zijn. Zelfs door slechts
met 3 vlakken te draaien.

we beginnen eerst in paragraaf 3.1 met hel opfrissen van
de heqgrippan cykelontbindina en orde van een permutatie,

— 16 ==
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3.1 Orde en cykelontbinding,

Je o kiunt operaties met elkaar en met zichzelf
vermenigvuldigen, jtel we hebben een operatie X, dan is
Xmacht? het tweemaal ultvoeren van de operatie. pe orde van
een operatie 1is bhet kXleinste natuurlijke getal n waarvoor
geldt: Xsachtn=1d, I4 stelt Je operatle voor die niets . aan
de pyramide verandert. De orde van de draaiing R is «dus 3.

Als we even niet op gedraaildheden letten, dan kunnen we
zeyagen dal  het toepassen van een operatie hetzelfde is als
het op een bepaalde wanier verwisselen van blokjes,

Fr zijn & ribbeblokjes en 4 hoekblokjes. Je zou dus zo’n
verwisselinag Kkunnen zien als een element van het direkt
produkt van Je twee permutatiegroepen 56 en S4.

Een elesent van een permutatiegroep kun Jje op meerdere
manieren schrijven als produkt van cykels, We zullen echter
afspreken dat we zo'n permutatie schrijven als produkt van
dlsjunkte cykels (dat wil zeggen: elk hlokje komt in ten
hoogste é&én cykel voor,) Bovendien spreken we af dat, als we
een Kombinatie hebben van hoekblok jespermutaties en
rinbeblokjespermutaties, we eerst de hoekhlokjespermutatie
op zullen schrijven,

We ygeven de ribhehlokjes de nummers 1 tot en met 6, De
hoekblokjes die tegenover de viakken 0, L, A en R zitten,
geven we respektievelijk aan met de kleine letters o, 1, a,
en r.

Fen voorbeeld (figuur 1):

e 90t s om0 W A e R o 0 o o - T

a

t
)
!
i
'
'
!
L
=
)
h{
-
<
. e R R

figuur 1.

e operatie R zou je kunnen schrijven als (o1)(1a)(12)(23),
daar  dan  zijn  er blokjes die in twee verschillende cykels
voorkonen, Als we de cykels opschrijven volgens onze
afspraak Krijgen we(1): R=(ola)(123),

=17 ==
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3,2 De draaicykel-notatie voor een operatie,

Met de in de vorige paraaraaf afgesproken notatie ziijn we
niet in staat aan te qgeven of en hoe blokjes draaien terwijl
ze verw#isselen,

3,2,1 Hoekblokjes,

Stel dat we de operatie (ola) hebben, FHiIj elk blokje
geven we aan hoe het blokije gedraaid zit na het verwisselen,
(Wwe gaan uilt van de bheyinstand, waarin er niets gedraaia
zit,)

nDit doen we als volgt: als een blokje rechtsom gedraaid
zit, zetten we er een + achter, als net linksom gedraaid zit
een -, en als het niet geiraaid zit na het verwisselen,
niets. Je zon  dan bijvoorheeld (o+l+a+) kunnen Kriijgen,
madr als je een an:dere agedraaidheids-nefinitie hebt, zou je
met dezelfde operatia (otl~a) kunnen krijagen, En je zou er
achter kunnen komen Jat blokje r, hoewel het op zijn plaats
blijft, toch draait. Dan zou je bhijvoorbeeld (o+la)r- kunnen
hetben, (Als een blokje alleen mwaar draalt en niet
verwisselt, zullen we dat altijd aangeven zonder haakjes,
Aus net als de r=- in de gperatie (o+lajr=-,)

3,2.2 Ribbeblokjes,

Bnij ribbeblokjes 1s ‘er yeen sprake van linksom of
rechtsom lraaien, Als zo'n blokje draait zullen we dat
aangeven loor er een ¥ achter te zetten. Mo de
Jedraaldhelds=detinitie zoals aangegeven in figuur 2:

o e e i
e e, I SN . = Neii- Y

figuur 2,

([@W] In tegenstelling tot wat in de groepentheorie
gebruikelijk is, lezen we de cykels hier van links
ndar rechts, omdat wo operaties ook in deze richtina
lezen,

- B -
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ziet de draaiing R eruit als (o=l-a=)(1¥23%),

We zullen afspreken dat we eerst de draaicykel van de
hocknlokjes noteren, en  daarna de draalcykel van de
ribbeblokKijes,

3.2.3 Voorbeelden,

Voor #e met behulp hiervan de orde van een operatie qaan

hekijken, zullen we eerst noqg wat voorbeelden aeven van hoe
je ernmee kunt rekenen.
Stel je hebt de operatie (o+l=a); we zullen haar even X
noeman, Hoe vind je nu 4de schrijfwijze voor Xmacht?2 ? We
moeten X twee keer toepassen, We bekijken eerst wat er met
het hoekblokje o dgebeurt,

- Blokije o draait de eerste KkKeer positief en gaat naar
plaats 1, be tweede keer (blokje o zit op plaats 1) gaat
o van plaats 1 naar plaats a en draait negatief, omdat 1
in de Araaicykel-notatie gevolyd wordt door een =,
Uiteindelijk is blokije o dus ongjedraald asangekomen op
plaats a.

- Omndat o op plaats a terechtkomt, kKijken we nu wat er met
blokje a Jeveurte.
Blokje 4 gaat de eerste keer ongedraaild naar plaats o, De
tweede keer draait het positief en gaat naar plaats 1.
Uiteindelljk 1is blokje a dus positief gedraald op plaats
1 aangekomen,

-~ BloKje 1 :jaat eerst nejatief gedraald naar plaats a.
Vervolaens agaat het naar plaats o zonder te draalien, Het
7zit dus tenslotte neqatief gedraaid op plaats o,

We kunnen Konkluderen <dat Xmacht2 gelijk is aan (oa+l=-),

tip dezelfde manier Kun je zien dat Xmacht3 geliijk is aan Td.
Nok als we Jdraaicykels vermeniavuldioen passen we eerst

e qeast linkse toe en daarna achtereenvolgens de cykels

rechts daarvan,

det de cykels waarmee ribbeblokjes aanaeduid worden, gJaat

net allermaal analooa, Als u zelf wilt oefenen, kunt u

Kontroleren dat

[(otla)r=Imacht3 = o+l+a+

TCI¥23)4*%Imacht3 = 1*2%3%4%

= (1¥2%3)(12) = (2%3)1%
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3.3 Cayley graph,

Ziji G ern eindiye aroe
G.
de noenen {Al,42,..0.4,an0
feder
met in een
{1,2,000een}s

natuurlijk

poen al,a2,c0000e0,4n elenenten van

} een stel
element van G te schrijven
qgetal

en

voortbrengers van G als
is Aals ailai2,.eeeee.aim
ij een element uit

Zii G een groep met voorthrenders a1,a2,ceeee,aN,

De Cayley graph van (G; al,a2,.....an) Is het

diagram dat

pestaat uit punten die korresponderen met alle elementen van

de aroep met een pijl van punt P naar punt O dan en
zekere

Jdan als P.ai=Q voar

al,

slechts
Van groepen waarbij je

meer-lere stellen voortbrenaers Kunt vinden, kun je uviteraard
even zovele verschillende Cayley graphen tekenen., De Cayley

graph van de groep die hoort hij het
viak en voortbrendger R, ziet er als volat

et slechts Aén
nit (figuur 3):

Deze Jraph
ha Cayley Jraph van

die in fiagaur 4.

figuur
noemen we

dezelfde
inverse van B (R°) als voortbrenyer

3.

Jroep,

draaien aan de pyramide

N i o ————

graph A,

wanneer we 00k e
toelaten, ziet eruit als

De Pyramide Hoofdstuk 3

figuur 4,
Neze yraph noemen we graph 6,

Fen pad In een Cayley araph is een rijtje voortbrengers.
In graph A is RR pijvoorbeeld een pad; in graph B 1is RR’RR
bijvoorbeeld een pad.,

Een pad van een punt P naar een punt Q9 op de araph is een
rijtje voortbrenaers zodania +at als je eerst het element
Jat hoort hij  punt P teoepast, en daarna het rijtje
voorthrengers, Jit  hetzelfde is 4ls dat je het element
toepast dat hoort bhij punt 9,

In graph A is RR een pad van 1 naar 3 en ook van 2 naar 1.

De lengte van een pad is de
voorthrenqers,
De lengte van RRRR is bijvoorbeeld 4,

lenate van het rijtje

De afstand van een punt P tot een punt Q op de araph is
het minimunm van de lengtes van alle mogelijke paden van P
naar 9 als P#0; en gelijk aan 0 als pP=D,

Op araph A is de afstand van 1 tot 3 qaelijk aan 2, en de
afstand  van 3 tot 1 gelijk aan 1, Np graph B zijn beide
afstanden gelijk aan 1,

De diameter van de graph (ocok wel de diameter van de
gqroep met voortbrengders al,a2,....,an dgengemnd) is het
maximgm van e afstanden van alle punten tot het punt wat
korrespondcert met de [dentiteit (l1d) van de aroep.
voor draph A is de diaseter gelljk aan 2 en voor qraph R is
deze 1.

Een antipode is een punt waarvan e afstand tot 1.4 gelijk
is aan de dlameter, Uiteraard is er (bij een eindiae qroep)
altijd minstens &6én antipoie,
traph A heeft | antipode; graph B heeft 2 antipoden,
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3.4 De 2-vlakspermutatiekaart van ribbeblokjes.

tid het vinden van een oplossingsmethode voor de pyrawmide
hebben we gebruik gemagakt van de 2=vlakspernutatiekaart van
rihbeblokies (zie kaart 1 in appendix B)., Zoals de naam al
ze jt, dgeeft deze kKaart aan hoe de ribbeblokjes verwisselen
als we slechts met twee vliakken draaien. Deze Kaart geett
dus aqgeen informatie over Jde ori#ntatie van de ribbeblokjes,
die echter bij het draaien met twee vlakken toch niet
interessant is, omlat .de ribbeblokjes dan op iedere plaats
maar op precies &&n manier kunnen zitten,

Het is Juidelijk <dat, als we met twee vlakken draaien, er
&&n  ribbenlokje altijd op ziin plaats blijft., we hebben dus
te maken met verwisselinjen van 5 ribbeblokjes. Omdat we uit
hoofdstuk 1 w~eten, dat w~e alleen maar even verwisselingen
kunnen krijgen door middel van operaties, hebben we hier te
maken met een onderdgroep van de A5, De omcirkelde getallen
in deze 2=~vlakspermutatiekaart geven de elementen azan van de
AS. Welk element met leder qetal bedoeld wordt, staat
aangegeven in de volyende tabel (we gebruiken hier de
cykel=-notatie):

-t = . ) o = R S -

15:(145) 3INCE3)(25) 45:(15324)  60:(12)(45)

] {
[ 1:1 16:015123)  31:(15)(34) 46:(14235) l
] 2:(132) 17:0154) 32:013)(024) 47:0153) I
I 3:0123) 18:(24%) 33:(14)(35) 483(13524) [
| 4:(315) 19:013245)  34:(25)(34) 49:(253) i
[ «32(354) 205 (254) 35:(15)(23) 50:(143) |
| 6:(114532) 21:(13254)  36:(24)(35) $1:(15234) i
I 7:015432) 22:(14352) 37:(14)(23) 52:(243) I
I 82(12453) 23:(152) 38:015243)  53:(13425) {
| F(125143) 24:(12435)  39:(135) 542(12)(34) [
I 10:(13452) 25:(1253) 40:014253)Y  55:(12)(35) |
[ 11:0123145) 26:(0142) 41:0134) 56:(13)(45) I
t 12:013542) 27:015342)  42:(235) 57:(23)(045) |
| 132(12354) 282012 0) 43:014325) %83 (15)(24) i
) 14:(14523) 222(12531) 44:(234) 522(14)(25) |
I |
| I

tabel 1,

e twee viakken waarmee we 7Jaan draalen ziin het Le=vlak
en het R=vlak, en de nummering van de ribbeblokles hebben we
zodaniy gekozen, dat het ribhpehlokije met nummer 6 njet in
eenn van de beide vlakken zit. e zwarte en rode 1lijnen
tenslolte, ngeven aan welke elenenten in  elkaar over te
voeren zlijn «Jdoor middel van draalingen met het R=-vliak of het
lLi=vlak, waarbilj zwarte liinen korrespounderen met Araaiingen
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mef het R=vlak, en rode lijnen met die van het L-vlak,

Iedere verbindingsliin tussen 2 elementen 1is voor een
gedeelte een doorgetrokken 1ijn en voor een ander gedeelte
een stippellijn, Als je van element a naar element b gaat
via zo‘n 1lijn, en de 1ijn pegint met het stippelliine-
gedeelte, «dan Korrespondeert dat met het linksom draalien van
het vlak dat hoort bij de kleur van de 1ijn, Als je de
omjekeerde Wea bewanlelt, en je Jaat van b naar a, dan wmoet
je uiteraard dat vlak rechtsom draaien, haarom is het andere
Jedeelte van de verbindingslijin een dooryetrokken 1lijn, Aan
hoe de 1ijn beglnt, kun je dus zien of je het bijbeborende
viak linksom (yestippeld), dan wel recntsom (doorgetrokken)
moet draaien,

nNe 2=vlakspermutatiekaart van ribbeblokjes is dus een
Cayley draph van de A5 met voortbrenagers (123) en (132)
(draaien met het L=vliak) en (345) en (354) (draaien met het
R=vliak)(2),

ken vereenvowiiging die we wmin of meer noodgedwonugen
imoesten uitvoeren, is het weglaten van 8 van de
verhindingslijnen, e hebben dit yedaan, omdat bij het wél
tekenen van deze lijnen, de kaart te onoverzichtelijk zon
worden,
he lijnen dJdie weqggelaten ziin, zijn de 1lijnen .tussen de
volgende tweetallen punten:

38 en 45, 39 en 42, 40 en 43, 41 en 44, 46 en 53,

47 en 50, 48 en 51 en tenslotte 49 en 52,

Toch levert dit geen Informatieverlies op, omdat uit de
kaart vrij gemakkellijk i1s af te lezen waar de lijnen moeten
lopen, wat voor kleur ze hebben, en welk gedeelte gestippeld
is.

Kijken we bijvoorbeeld naar elewent 38, dan zien we dat
daar slechts 3 in plaats van 4 lijnen aankomen, waarvan er 2
zwart zijn, E&n van de 2 rode lijnen is dus niet getekend,
en wel dieygene dJdie bij 38 aestippeld had moeten beainnen.
Dat is dus Ae 1ijn die overeenkomt met het 120 rqgraden
linksom draaien van het L-vlak, Echter 120 graden linksom
draalen met het L-vlak, geeft hetzelfde resultaat als 2 keer
120 graden rechtsom draaien van dat viak.

(2) De verzamelinj voortbrengers is z& gekozen dat
als p er een element van Is, dit ook geldt voor de
inverse van p,

73 a en o elementen van A5 en 4 de inverse van p,
dan geldt:

ap=b is e juivalent metl ha=a,

Daarom loont er, als er ecn pijl loopt van a naar b,
ook altiijd een van b naar a.
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ip de kaart kunnen we nagaqan dat we dan, via element 58,
uitkomen pij element 45, iHieruit kunnen we konkluderen, dat
er een rode 1ijn behoort te lopen die de punten 38 en 45
verbin:it, en die bij 38 naestippeld is en bij 45
doorygyetrokken,

wat de nusamering van Je elementen van dJde A5  betreft,

dient noqg opdemerk{ te woriden dat deze zodanig is, dat een
ladger nummer aangeeft dat de afstand van dat element tot |14
kKleiner dan of yelljk aan de afstand tot 1d van een element
et een hogjer nunmer is,
De stand Id heobben we dan ook nummer 1 gegeven, en de stand
Ale het "moelilijkst™ te bereiken is vanuit Id (de antipode)
nuamer 60, Herk op :dat er hier precies &é&n antipode is. In
tabel 1 staat ook aanjegeven tussen welke twee nummers rleze
afstand Lelkens 1 groter wordt,

We zien dat de atstand van 60 tot 1 gelijk is aan 6, Dit
wil =zegyen dat, als de pyramide in de war dedraaid is
zodanig dat blokje 6 op- de goede plaats zit (eventueel
gedraaid), we e ribbeblokjes 1 tot en met 5 in maximaal 6
keer draalen met het [L~vlak en het K-vlak ook op de dqoede
plaats kunnen Krijjen.

Relanjyrijke bearippen bij zo’n kaart zijn de bearippen
pad en lus.

Het pad wordt hetzelfde peloeld als in paragraaf 3.3: een
rijtje voortbrengers al1g2...yn zZodaniag dat aglg2...9n=bh is
een pad van a naar b,

Fen niet-vereenvoudigbaar pad van a naar b, is een pad
van a naar b waarvoor geldt jiZa(i+l) en aizqg”(i+l1) voor j
een element uit {(1,2,,..,n~1},

Een niet=vereenvoudigbaar pad elirineert dus alle gevallen
waarnij we twee kKeer aan hetzelfde vlak draaien,

Len voorbeeld van een pat van 1 naar 20 op de PAS
vlakspermutatiekaart 1is ©L BRL; een voorbeeld van een niet-
vereenvoudiabaar pad van 1 naar 20 is LR L.

Inpladats van ddt rijtje voortbrengers zullen we 00k vaak de
1ijn, gevarmd door e met de voortbrendgers korresponderende
verbindinasliinen, bedoelen,

Onder een lus ow een punt A verstaan «e weer een pad van
punt a4 naar punt a; een nlet-vereenvoudigbare lus om a is
een nlet=vereenvoudighaar pad van a naar 4a,

Len voorbeeld van een niet-vereenvoudiagbare 1lus om 1 is
L'RLR'TVRLR",

Als we in bet vervolg het woord lus gebruiken dan wvedoelen
we een nlet-vereenvoudigbare lus,

Rij het acedzetten van e hoekblokjes zullen we aebruik
maken van lussen om 1., Zo’n lus om 1 is dus een operatie
die Aalle ribbenhlokjes op han plaats 1laat, Als we die
operdatie toegepast hebben op een willekeurige stand van de
pyramide, dan 2zal »lijken Adat Jde ribheblokjes weer obp
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dezelfde plaats zltten als bij die willekeuriae stand. in
ait geval (met slechts 2 vlakken draaien) zijn ze zelfs niet
gedraald! . Zo’n lus kKan dus alleen mgar lets doen met de
hoekblokjes,

Van deze eigenschap van een lus zullen we in paragraaf 3.6
gyebruik maken,

3.5 Ribbeblokjes.

Z0oals in de inlei-dina is opyemerkt, beaginnen we hij het
joedzelten  van e pyramide, met het korrekt maken van de e
rivbeblokijes.
pit doen we in 3 stappen:

- we zetten ribheblokje 6 ongedraaid op de goede plaats

- we ‘lraaien alle andere ripbbeblokjes z& dat =ze allen
gedraaidheisl O hebben

- met behulp van de 2=vlakspermutatiekaart zetten we de
ribbeplokjes op de goede plaats

De gedraailheldsdefinitie Kiezen we 3zodanig dat er, bif]
draaiingen met het L-vlak = en R=vlak, niets aan de
gedraaidheid van de ribbeblokjes verandert.

Nmiat we hii de tweelde stap ervoor gezorad hebbhen dat de
gedraaildineid van ieder blokije 0 is, en omdat er bij de derde
stap niets aan de ge:draaldheld verandert (we draajen daar
alleen met het L=vlak en het Re=vlak), weten we <dat de
ribbeblokjes dan ongedraaid op de goede plaats terechtkonmen,
Wwe kiezen Jde hoofdrichtinoen als volgt (figuur %a):

figuur 5.

De plaatsen hebben we hetzelfde genummerd als bij Je 2=
vliaksperantatickaart van ribbeblok jes (zie fiquur %b)., bDe 3
vidakkKen wadrmee we gaan Jdraajien zijn het A=-vlak, het R=vlak
en het L-=vlak,
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3.5.1 Ribbeblokje 6 goedzetten.

We Jaan ribpeblokje »  ongedraaldl op de aoede plaats
zetten,
stel dat het In het R-vlak zit (het L-vlak «aaat analooq).
Je  Kunnen dan kiezen of we het via e plaatsen 3 en 1 op de
goede plaats draalen, of dat we dat doen via plaats 4,
mdat het In het ene jeval anders gedraald op plaats 6 komt
te zitten dan In het andere Jgeval, Kunnen we ervoor zordgen
dat het daar meteen onjedr4aaid kKomt te zitten,
pit gaat in maximaal 3 Keer -draalen,

Als blokje 6 gedraaid op plaats 6 zit, kKunnen we het via
le. plaatsen 1,3 en 1 weer teruy op plaats b Kriigen., Het is
gemakkeliik na te gaan dat het daar dan ongedraaid zit,

Ve heboben hiervoor 4 keer Jedraaid,

Blokje & kunnen we binnen 4 keer draaien ongedraaid op
plaats 6 krijgen (merk op dat wWe niet met het O-vlak
ge-draaid hebben,)

3,5,2 De overige ribbeblokjes drsalen,

De totale gedraaidheid is altijd even, Omdat de
qe-lraaldheid  van blokje 6 gelijk is aan 0, is de som van de
Jedraaidhe.ien van e andere 5 blakjes gelijk aan 0,2 of 4,
Ae moeten dus noqg 2 of 4 ribbeblokjes draaien,

3.5.2.1 2 Ribbeblokjes draaien.

Wwe bekijken hiervoor de operatie (LRLR’LAYwacht?,
LRLE‘L losgelaten op (de beginstand levert de permutatie

(13)(25), Dit kKunnen we aflezen uit de 2=
vliakspernutatiekaart. Bij deze operatie draait er niets,
omdaltt we alleen meat het DL=viak en het R=vlak gedraaid
nebban,

et resultaat van LR'LR’L is dus (figuur 6)¢

) h)

<

figuur 6,
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tHierna passen we A toe (fijguur 7):
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figuur 7.

Opnieuw passen we TLR7LRL toe, De pernutatie die
overeenkomt met LRLRLALRLR'L is
(14)(25)(164)(14)(25)=(146).

Hel bijbehorende plaatje is figyuur 8a:

a) b)

4
{

" s 1 g T o = o = e T Y W A e B e " o -

figuur 8,

fimddat, als we aet 2 vlakken dJdraaien, ieder blokje maar op
precies é&n manier op een bepaalde plaats kan zitten, weten
we ook hoe de jedraaidheden zijn, we veraelijken fijguur 8a
qmet  flguur 74 en Th. Wwe zien dat vijvoorbeeld blokie 1 op
plaats 4 zit, Het noet daar yekowmen zijn via plaats 3, en de
ori8ntatie 1s dus zoals is aangeygeven in fiaiur 8b,

boor te Kijken waar ieder blokje wuitkont, en hoe zijn
gedraaidheid dan is, hebben we figuur Bb acetekend.

Tenslotte npassen we A noqg eens  toe, De bijbehorende
permutatie is (146)(161)=1ad (figuur 9%a), en de gedraai-dheden
Z1jn weer op dezelfde manier aevonden als blj fiauur 8n,
Deze 7ziJn aangegeven in glyuur 9bH:

=] 2] ==
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figuyur 9,

e 7len dat le:der blokje weer op deZelfde plaats zit en dat
alleen de ©wlokjes op de plaatsen 4 en 6 gedraaid ziin.
jtilervoor hebben we 12 keer aedraald.

Vanwege de symmetrie in de pyramide krijgen we, als we in
(LR*TLR°T,A)macht?2 I, vervangen door R, R’ door L, en A door
A’, een operatie die alleen de blokjes op de plaatsen 1 en 6
Araait.

De blokjes op de plaatsen 1 en ¢ draaien we door
bijvoorbeeld eerst A° toe te passen zodat ze op de plaatsen
4 en 6 terecht komen, -laarna de operatie toe te passen die
de blokjes op de plaatsen 4 en & draait, en tenslotte A°,
zodat ze weer op hun oorspronkelijke plaats komen,

De operatie Jdie we dan toeyepast hephen is
A(LRLRLAImMacht2A en ze heeft lenate 13 (AA=A’)(3).

{p dezelfde manier zien we Jdat B°(LRLRTLA)Imacht2R e
niokjes op de plaatsen %5 en 6 draait. Deze operatie heeft
lenate 14,

We hebben hier laten zien dat we de ribbeblokjes op de
plaatsen 4 en 6, 1 en 6, en 1 en 4 twee aan twee kunnen

(3) Dit is een fraale illustratie van wat het
groepentheoretisch hegrip kKonjugeren inhoudt,

Forveel luilt de definitie:

Z1) G een ngroep en a en b elementen van G,

a et b zi}n gekonjujeerd dan en slechts dan als er
een s uit G bestaat, zodanig dat sas’=b (s’ is dJde
inverse van s),

In  dit jeval hebben we een operatie die de 2
ripbeblok jes, die op de pladatsen 4 en 6 zitten,
draait. Aekonjugeerd hiermee zijn alle operaties die
72 blokjes draalen, onaeacht op welke plaats deze
zitten.

e Pyramide Hoofdstuk 3
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Adraalen mel een operatie die een lenyte heeft van 12, 13 of
14,

it symnetrie-ovepweainien volat dat we ieder tweetal
ribbeblokjes kunnen draaien binnen 14 Keer draalen (weer
zonder met het O-vlak te draaien,)

3.5.2,2 4 Rlibheblokjes draaien,

Blokje 6 zit al ongedraaid op ziin plaats, en &én van de
andere vijf Ls ook ongedraaid,
4e onderscheiden nu twee gevallen:

- Het andere ongelraaide blokje zit niet in 0,
In dit jeval kunnen we twee keer 2 blokjes draaien met
operaties van lengte 12, De totale 1lengte van deze
operatie is dus 24,

= Het andere onjgerdraaide blokje zit wel in 0O,
Hier Kunnen we twee blokjes draalen met een operatie van
lengte 12, en twee blokjes met een operatie van lengte
13, De totale lengte is 25,

3.5.2.3 Konklusie,

Als ribbeblokje 6 ongedraald op de goede plaats zit,
kunnen we, door maximnaal 25 keer te draaien, ervoor zoraen
dat de overige ribbeblokjes gedraaidheid 0 krijyen en dat
rivbeblokje 6 nog sleeds ongedraaid op de qoede plaats zil.
ok hier hebhen we niet met het O=vlak aedraald.

3,5.3 De overige ribbeblokjes goed zetten,

Rest ons no:y de ribbeblokjes 2o te verwisselep Jdat ze op
de goede plaats kowmen te zitten. iliervoor kijken we welke
permutatie we woeten toepassen, zoeken deze op (e 2=
viakspernutatiekaart, en kijken welke operatie we kunnen
toepassen om bij Id uit te komen,
be moellijkst te bereiken stand heeft afstand 6 tot Id,

Binnen 6 keer draalen kunnen we er dus altijd voor zorgen
dat de ribbeblokjes op de Joede plaats terecht komen,

3,5.4 Samenvatting.,

Samenvattend kunnen we zZegygen dat we, zonder met het 0=
vliak te draaien:

- eerst ribbeblokje 6 in waximaal 4 keer draaien korrekt
kunnen naken

- 29 a-
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- vervolgens ervoor kKiunnen zorJjen, in maximaal 25 Kkeer
draaien, dat de totale ribbegedraaldheid 0 wordt en
rirbeblokje & op zijn plaats blijft

- en tenslotte de ribbebhlnkjes L tot en met 5 op de goede
plaats zetten zonder dat de yedraaidheid verandert, in
maximaal 6 Keer draalen

Binnen 35 keer draalen kunnen we er dus altijd voor zoraen
Jat de ribbebhlokjes onge:riraaid op de goede plaats zitten,
3,6 Hoekblokjes,

We gaan nu, door slecnts aan twee vlakken te draaien, de

hoekblok jes achtereenvolaens op hun ygoede plaats zetten en
de juliste yedraaidheid qeven, zonder de ribheblokies te

veranderen, Je  gebruiken dezelfde twee vlakken als bij de
2=vlaksperautatiekaart van ribbeblokjes, 2=Vlaksoperaties
die de ribhebhlokjes vastlaten, ziin lussen op die

permutatiekaart., Om zinnige effekten te bereiken en om geen
elkaar neudtraliserende slajen te doen, zoeken we dalleen
nliet-vereenvoudigbare lussen, We gepbruiken alleen de korte
lussen op le kaart,

Nie vinden we als volygt:
Ma drie slagen zit je op de kaart altijd op &é&n van de
nunmers 14 tot en met 29, Ha een vierde slag zit je altijd
op een hoaer nummer.
e enige manier om van &8p van de nummers 14 tot en met 29
in twee slagen weer terud op een van deze nummers te komen
(on daarna in drie slagen de lus at te maken), is via é&én
van de nuamers 30 tot en met 37, Dat kan vapuit elk van de
nyamers 14 tot en met 29 op precies &én manier,
Er zijn dus 16 niet-vereenvoudigbare lussen van lenagte 8, en
er 1s geen enkele Xortere niet-=vereenvoudigbare lus,

Deze 16 lussen zijn te verdelen in 8 paren, waarbij een
lus en zl1in inverse een paar vornmen,
Aleronder (in tabel 2) hehben we van é6&n van de twee lussen
van elk paar alle slayen opgeschreven, RBovendien hebben we
ieller van die lussen een numper gegeven, en hebben we het
effekt van van die lus op de hoekblokjes in
drAaaicykelnotatice erachter aeschreven. De aebruikte
nuamering en definitie 1s (fiaguur 10):
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fiquur 10,

Dat de lussen het hleronder beschreven effekt hebben, is na
te gaan op de d=vlakspermutatiekaart en de 4-vliaksdraaikaart
van hoekblokjes (zie appendix B, kaart 2 en 3).

RZRPZRZIR "2 s e aneunnse (0=a+r=)1+.
RZ"R°Z RATRL  eeesss(ltdrlo-,
RIZRIR ZNZ e e eveeeves(OTl=)at,
RIZIRZTRIZRA e eueaalO=Tr+at)l-,
ZRZTRZRZ Revesneasas (0Otl=a=)r+,
ARITIRIZIN A R e seees(Olr+)a~-,
Z°RZRZ RARcesavseasa(ll~a)O+,
w LZ'RIZRTLRTZR s .eass{0+a=14)r-,

B — -4
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tabel 2,

Deze % operaties gaan we nu gepruiken om de hoekblokjes
Korrekt te maken,

3,6.1 HoekblokJes verwisselen,

be hoekblokjes zitten altijd in een even verwisseling
(A4t) ., Er zijin 12 mogelijke standen (we letten nu niet op
eventuele gedraaidheden,) bhe 8 operaties uit tabel 1
leveren, wat verwlsselen betreft, precies de 8 standen die
overeenkomen met de 8 3=cykels van de Ad, Fr rest ons nonq
de ldentiteit (dan zitten alle blokjes al op de qoede
plaats) en de 3 dubbele 2=-cykels van de A4, Door kombinatie
van Lwee 3=-cykels is elke dubbele 2-cykel te krijuen.
Fen voorbeeld: (oar)(lar) = (or)(al).
Nus 4ls we eerst lus 1 toepassen en daarna lus 2 Krijgen we,
wat verwisselen bhetreft, de stand (or)(al)d.
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Pe lussen hebben alle lenate 8, Ne - dubbele 2-cykels
maken we Jdoor twee lussen achter elkaar toe te passen en de
bijhehorende operaties heeft dus lengte 16.

Het maximale aantal slagen om de hoekblokjes op hun
plaats te =zetten zonder iets aan de ribbeblokies te
veranderen, i{s op depe manier Jus 16.

3,6,2 HoekbloKjes draaien.

e som van de gedraal.iheden van de hoekblokjes is altijd
Omod 3,

drie hoekblokjes Araaien
Als we lus 1 driemaal achter elkaar toepassen Krijagen we
de stanie
((o=atr=)l+)machtl = o~a~-r-,
Alle 4 ‘de hovekblokjes blijven dus op hun plaats, en de
blokjes o, a en r draalen linksom (de ribbeblokies
blijven natuurlijk onveranderd op hun plaats.,)
De inverse van deze operatie is het rechtsom draaien van
de blokjes o, a en r,

oor ook de anldere lussen driemaal achter elkaar toe
te passen, kunnen we elk drietal hoekblokjes dezelfde
kant op draalien.

Rest ons noy het draalien van a«alle tweetallen en alle
viertallen,

twee hoekblokjes draaien

Als we alleen naar Jde verwisselinygs~strukturen van de B8

lussen <ijken dan zien we dat de lussen 1 en 4, 2 en 7, 3

en 6 en S en 3 twee aan twee elkaars inversen ziin. NDus

earst lus 1 en dan lus 1 toepassen, Zal de hoekblokjes op

hun plaats laten, evenals het toepassen van de lussen in

ongekeerde volqgorle,

Lus 1 gevolygd door lus 4 heeft als effekt:
(o=a+r=)1+(o=r+a+)l= = a=-r+

Lus 4 gevol3ld door lus 1 heeft &ls effekt:
(o=r+a+)l-(o=a+r=3j1+ = o+r-

Donr inversen te neaen hebben we nu 0ok operaties met

efferl a+r= en o-r+,

We doen hetzelfde met de paren 2 en 7, 3 en 6 en 5 en
Ry 0Op deze manier Xrijjyen we echter niet alle tweetallen
hoekblokjes., Het tweetal o en a, en het tweetal 1 en r
krijjen we niet,
o et 4 zijn de hoekblokjes die in de beginstand zowel in
het recnter= als in het linkervlak zaten; 1 en r ziin de
hoekblokjes die in de bealnstand A11&&n in het lLinker=- of
het rechtervlak Zaten, Teze bhlokjes kunnen we twee aan
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twee draalen Jdoor middel vap konjugeren van een van e
buvenjenoemnde opceraties om twee blokjes te draaien, met
een slagj met het rechter- of linkervlak,

vier hoekhlokijes draaien
Er zijn in totaal 6 viertallen, die te verdelen zijn in
drie paren fdle elkaars inversen zijn:
o+lta=r= = l+a~.0+r— ((lus2,lus7).(lusd.lusli))
otl=a+r= otl-.a+r= ((lus3.lusé6),(lust.lus4)inverse)
otl=a=r+ otl=.a=r+ ((lus3.lush),.(lusl.lus4))
Deze viertallen kunnen we dus draaien in 32 slajgen.

W

svamenvattend:

Flk drietal kunnen we in 3%¥8=24 slaoen goed draaien:
bijna alle tweetallen in 2%¥8=16 slagen;

de "moeilijke" tweetallen in 16+2=18 slagen;

en alle viertallen in 2%16=32 slagen,

Het maximum van het aantal slagen waarmee je alle
hoekblokjes -joed kunt draaien is dus 32.

3.6.,3 Samenvatting,

Het  totale  aantal slagen wat dJe met hoven:jjenoemde
oplossinygsmethode maximaal nodia bebt om de hoekblokjes op
de goede manier op hun plaats te zetten, zonder iets met e
riobeblokjes te doen, is gelijk aan 16 (verwisselen) + 32
(draaien) = 48,

3.7 Samenvatting,

In parajraaf 3.5 hevben we berekend dat we altijd Dbinnen
35 draailngen ervoor kunnen zorygen dat alle ribbeblokjes op
de goe:de manjer op de joede plaats komen te zitten,
We hebben daar alleen gebruik gemaakt van draaiingen met het
A=, R= en L=vlak,

In parayraaf 3.6 hepben we berekend dat we altijd binnen
489 draaiingen ervoor kunnen zorgen dat de hoekblokjes op de
Joede manier op de qoede plaats komen te zitten, door alleen
met het R=-vlak of het L=vlak te draaien, Wwe hebben dJdat z6
gedaan dat er bij de ribbeblokjes niets veranderde.

Reide resultaten kKowbinerend komen we tot de konklusie,
dat de pyrawide altij:l binnen 35+48=813 keer draaien goed te
krijgen 1is, zonder aebruik te maken van draailngen met het
N=vlak,
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IV ONMOGELIJKE STANDEN,

4,0 1Inleiding,

In - dit hoofdstuxk gaan we de 2zodaenhaamde onmogelijke
standen hekijken, Nit ziin standen Jdie wel konstrueerbaar
zijn, maar die niet vanuit de bheginstand door middel van
operaties te bereiken zijn.

In teaenstelling tot de voorafJyaande hoofdstukken zal hier
meer Jebruik gemaakt worden van de groepentheorie.

In paranraaf 4,1 worqdt een aroepshomomorfisme aedefinieerd,
dat gaat van de standengroep naar de invariantengroep. Met
hehulp van dit groepshomomorfisme ygaan we in paragraaf 4.2
de standen indelen In 24 klassen., Daar wordt 00k aanaegeven
hoe Jje kunt zien in welke Klasse een bepagalde stana 2zit en
wat Jje moet doen om een stand die in de ene Klasse zlt te
transformeren naar een stand uit de klasse waarin de
beginstand zit.

4,1 Homomorfisme standengroep=invariantengroep,

voordat we dit hounomorfisme gaan maken, zullen we moeten
aantonen Jat we zowel in :le verzameling standen als in de
verzareling invarianten, strukturen kunnen aangeven, die
ervoor zorgen dat heide vergzamelingen opgevat kunnen worden
als ygroepen,

4.,1,1 Struktuur van de standeanoep.

Wwe beginnen met de verzameling standen, die van nu af St
Jenoemd zal worden, Eaen element a uit St kunnen we opvatten
als een "bewerking", namellijk die bewerking die je op de
begjinstand moet uitvoeren om stand a te krijgen ("bewerking"
niet te verwarren wet "operatie" wat een opeenvolaing van
Araaiingen is.) Een voorbeeld kan het heyrip "bhewerking"” wat
verduideli jken,

Stel bijvoorbeeld dat stand a de volgende is (ribbeblokije AN
zit op plaats An):

-- 34 --

e Pyramide Hoofdstuk 4

A 0 R o Bt "y - T e A T P A A e e A e

B o o e = - - — o —— @

figuur 1.

Stand a Kun je opvatten als de volgende bewerking:
- bet hoekblokje d4at op plaats RAO zit, rechtsom draaien.

- Ade ribbeblokjes die op de plaatsen AL en RO zitten,
zodanlig verwisselen dat het blokje dat eerst op plaats RO
zat op plaats AL terechtkomt met de kleur die eerst in
vliak R zat nu in vlak A, én dat het blokie dat eerst op
plaats Al zat op plaats RO terechtkomt met de kleur die
eerst in vlak L zat nu in vlak R.

“det vehulp vapn bovenstaande is het moaelijk om in St een
groepsoperatie te definilren:

Als a4 en b twee elementen zijn van St, dan bedoelen we met
ab 4t element uit St, «dat je krijat als je op stand a de
bewerking uitvoert die hoort bij stand b.

pit 1Is hetzelfde als op Jde beginstand eerst bewerking a en
daarna bewerking h toepassen,

Als stand a bijvoorheeld weer dezelfde is als 1in flguur

1, en  als stand b de volgende is (blokje A0 zit op plaats
AOD) e
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figuur 2.
dJan is de bewerkiny :die hoort bij stand b:
- het ribbevlokje dat op plaats OR zit draaien,

Het element ab is dan de volgende stand (blokje A0 zit nog
steeds op plaats A0}

[ R e e e L T e T

figquur 3.

We hebben nu (dus een groepsoperatie in 5t agedefiniecrd:
pan elk geordend twectal elewmenten van St hebben we een
iderde element vaii 5t toeyevoedagd, wWe noemen reze
groepsoperatie "produkt”, Het is duidelijk dat dat produkt
associatief 1is, rdat er een neutraal element in St bestaat
(de beyinstand), en dat iedere stand een inverse stand
heeft. e verzamelingy St kunnen we nu dus als een aroep
beschouwen, We zullen 5t de standenarocep noemen,

4,1.2 Struktuur van de invariantengroep,

Jets soortgelijks aqaan «“¢ doen met e  verzameling van
invarianten,
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In hoofdstuk 2 hebben we qgezien dat er 4 invarianten ziin:
= het teken van de ribbeblokjes-pernutatie (+ of =)

- het teken van de hoekblokjes=-pernutatie (+ ot =)

- de totale ribbeye:iraaidheid (0 of 1)

- de totale hoekgedraaidgheid (0,1 of 2)

nij iedere van deza invarlanten is er een verzameling
WAArvan die invariant een element wmoet zijn., - In die
verzamelinyg agaan we eerst afzonderlijk groepsstrukturen
aandeven, zodat = we 1 jroepen Xrijgen, Daarna nemen we het
direkte produkt van -eze groepen, Dit lirekte produkt is dan
weer @en dygroep. We 2zullen deze groep de invarliantenagroep
noemen en Wwe zullen 7e aanjeven mef T,

- We beginnen met de eerste variant: het teken van e
ribbehlokjes=permutatie.

e bijoehorende verzameliniy is {+,-}. Omdat we later een
groepshomomorfisme van St naar 1 willen maken, is het
verstandig om dJde groepsstruktuur 2zo te maken dat het
homomorfisae voor (de hand ligt,

Je weten dat, als we twee even permutaties (dat wil zegaen
dat het teken ervan + is) achter elkaar toepassen, we weer
een even permutatie ¥rijyen, Uaarom Kiezen we Jde + als
eenheidselement, ilerinee is de groep vollediag agedefinieerd,
omdat er, op isomorfie na, maar &é&n qgroep Is met 2 elementen
(nameliik 52),

- Voor :de tweede invariant, het teken van de hoekblokijes=
permutatie, geldt een analoje redenering, We kKiezen dus
weer de + als eenhel.lselement,

- BRij de invariant "totale ribbeygedraaidheid", uoeten we
hedenken dat, als we 2 standen (dat wil zeaggen 2
elementen ult 35t) met totale ribbege:draaidheid 0 met elkaar
vermeniavuldiagen, we weer een stand krijgen net totale
ribbegedraalitheid 0, vaarom KkKiezen we hier de 0 als
eenheidselement,. We kKriijgen dan de optelgroep van de 22,

= Up dezelfde manier komt het bepalen van e totale

hoekaedraai thei:l van het produkt van 2 standen neer op
het optellen van e totale hoekaedraaldheld van de
afzonderlijke standen, We kunnen deze yroep dus beschouwen
als de optelgroep van 73, waarbij we de 0 met g, de 1 met 1
en.de 2 met 2 identificeren (a is de klasse van a).

De invarianten aroep van 1 is dus gelijk aan

{+,=1¥{+,=)2%{0,1}%{0,1,2} met e hierboven yenoemde
operaties,
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4,1.3 Definitie,

Het groepshomomorfisme van St naar I definieren we nu  op
een voor de hand liggende manier:
Z1j X een element uit St, -dan is f(x)=(x1,x2,%x3,x4) met

~ x1 het teken van e ribbeblokjes-permutatie van x
-~ x2 het teken van de hoekblokjes=-pernutatie van x
- x3 e totale ribbegedraaidbeid van x

- x4 de totale hoekjelraaidheld van x

Dit is een aroepshomomorfisme (l1at wil zegaen
f{xy)=f{x)¥f(y) voor alle elementen x en y uit St), omdat we
de groepsstruktuur Zo Jekozen hebhen.

4,2 Klassifikatie van standen,

De Kern van het in de vorige nparagraaf gedefinieerde
Jruepsaomonorfiswe is een normaaldeler die we 1 zullen
noemen, N bestaat uit alle standen die door f{ op het
eenheldselement van 1 (dat 1Is het element (+,+,0,0))
afjebeell worden, In hoofdstuk 2 en 3 hebben wse gezien dat
dat  precies alle vanuit e beglnstand - door wmiddel van
draalingen te bereiken standen zijn.

Nmdat £ surjektief 1is, weten we dat het vollediqg
origineel van een willlekeurig element van I, een nevenklasse
van I is. Als we nu van ieder van de 2% elementen van I het
vollediq oriagineel bepalen, hebben we 5t opaedeeld in 24
kKlassen, allen nevenklassen van N en dus allen bestaande uit
evenveel eleqenten,

We gaan nu bewljzen dat, als we een stand hebben die in
cen bhepaalde Kklasse 2zit, we jedere stand uit die klasse
Kunnen bereiken door middel van draqiinaen,

Zij dus a een elenment uit St en K de klasse waar a in
zit, We kKunnen K dan schrijven als all, waarmee we hedoelen
{anln element van J}, Dit «il zeygen dat voor ieder element
X ult de nevenklasse er een n uit i bestaat zodanig dat, als
we op stand a Je bewerkina uitvoeren die hoort bij n, we dat
element  x  krijgen. Jmdat N de verzameling is van alle
operaties (reeksen van Jdraiaiinagen), kunnen we dus ieder
element van K krijien joor op stand a een reeks van
draaiingen toe te pdssen,
lHlernee is het bovenstaande bewezen.

et bebulp van £ 1s het nu yenakkelijk in te zien of een

willekeyrije stand x, door middel van draaiingen, over te
voeren 1s in de beglnstand, en zo nee, wat er veranderd moet
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warden,

Je hoeft alleen maar naar het heeld van x onder £ te kiiken.
Is Jdat beclqd het element {+,+4,0,0}, dan is x inderdaad over
te voeren in de beginstand, Is dat beeld een ander elenment
van 1, dan agaan we plaatsaewljs vergelijken:

= Staat er op de cerste plaats een minteken, dat wil zeggen
zitrten de ribheblokjes 1in een oneven permutatie, dan
wisselen ve willekeurid twee ribbeblokijes van plaats,
zonder de gedraaldheid van die blokjes te veranderen,

- Staat er op de tweede plaats een minteken, dan wisselen
we willekeuriq twee hoekblokjes van plaats. oK weer
zonder e gedraal.itheid ervan te veran.deren,

= Staat er op de Jderde plaats een 1 dan draaien we een
willekeuriag ribbeblokje oi,

= Staat er op de vier.de plaats een 1 of 2, dan draaien we
een willekeurig hoekblokje linksom respektieveli jk
rechtsouw,

Op deze manier hebh je ervoor gezorgd, dat de stand die e
dan  hebt in M zit, en dus door draaiingen over te voeren is
in de beginstand,
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V DE ORDE VAN EEN OPERATIE,

5.0 Inleiding,

Wwe Jaan in  dit hoofdstuk onder amdere bekijken, wat
no-jelijke ordes zijn voor operaties, Naarbiji maken we
Jenriuik van de in hoofdstuk 3 ingevoerde draaicykel=-notatic.
Het bhehulp van de draalcykel-struktuar van een operatie
zullen we alle mogelijke ordes hepalen, Tevens berekenen we

voor elke ore het aantal verschillende, vanuit de
pejinstand te bereiken, standen met die orde, Tenslotte
Jeveh we een voorbeeld van een stand met de darootst

moyelijke orde,

5.1 Alle mogelijke ordes.

Wwe znllen eerst afzonlerlijk de rmoagelijke ordes van
operaties Jdie alléén op noekblokjes werken, en van operaties
ddie alléén op ribbheblokjes werken, bekijken, Daarna zullen
#e de resultaten kownbineren, om zodoende alle mogelijke
orles te vinden,

5.1.1 Operaties die werken op hoekblokies,

7Z0als gezeqd, beginnen we operaties te ©bekijken, die
al1&8n op de 4 hoekblokijes werken,
Als we niet naar draalingen kijken, zijn er 3 klassen van
qogeli jkheden,

~ de lidentiteit (orde 1)
- twee Jdlsjunkte 2«¢ykels (orde 2)
- een 3I-cykel (oride 3)

Andere verwisselingen zoals A-cykels en 2-cykels, zijn
aneven permutaties, um-lat draaiingen altijd even permutaties
zijn, en owmdat operaties opgebouvwsd zijn uit draaiinagen,
kunnen oneven verwisselingen njiet voorkomen,

Wwanneer we e draalingen erpij netrekken, komen er meer
mojelijkheden, Bijvoorbeeld ot+l+a+ heeft, gescnreven als
gewone cykel, de orde 1 (de jidenliteit), maar geschreven als
driaicykel, e orde 3,

Jok (0+1)(Aa=r) heeft niet orrde 2 maar orde 6, Dit kun je
zien door het element tot e tweede macht te verheffen:

De Pyramide Hoofdstuk 5

{((otl)(a~r)Imacht? = o+lta-r=

en deze operatie heeft orde 3. In totaal krijg Jje «dus als
orde 2%¥3=0, Zoals je ziet is hebt mogeliik dat de
oorspronkelijke orde met 3 vermenigvildligd wordt, als je de
draaiingen erbij betrekt,

Algemeen gaan we als volat te werk:
pepadl eerst de orde van de ongedraaide cykKelstruktuur; deze
noemen wo n,
Verhef de operatie totr de macht n, et resultaat is dan een
operatie waarbij er niets verwisseld wordt, Het kan echter
wel zijn dat er iels qgedraaid wordt.
Als we zo’n operatie hebben, die alleen op hoekblokjes
werkt, en :le n=le macht 1Is niet gelijk aan de Identiteit,
Jdan is de or:de 3n.
Voor operaties die alleen op de hoekblokjes werken zijn de
mojelijke ordes dans 1, 2, 3, 6 en 9, Voorbeelden van
draaicykels van orde 1,2,3 en 6 hebben we zoJuist gegeven.
Fen voorbeeld van een draaicykel van orde 9 is te vinden in
parajraat 3.2 ((o+lalr=3),

5.1.2 Operaties die werken op ribbeblokjes,

Opr flezelfde manier pakken we nu de operaties aan die
alleen op de 6 ribhenlokjes werken,
Als #e niet naar draaiingen kijken zijn er % klassen van
mogelijkheden:
-~ de ldentiteit (orde 1)
- twec disjunkte 2-cvkels (orde 2)

~ een 3~cykel of twee disjunkte 3I-cykels (orde 3)

- een 4=cykel en een 2-cykel die onderling disjunkt zijn
(orde 4)

- een 5-cykel (orde 5)

Andere verwisselingen zoals 6-cykels 2ziin oneven en Aus
onmojelijk,

danneer we de lraaiinagen erbij betrekken, kan elk van de
hierboven dgenoemde ories eventurel verdubbeld worden, omdat
een riovheblokje maar op 8&n manier gedraaid kan zitten in
teyenstelling tot een hoekblokje. We zullen van elke klasse
een voorbeeld geven waarin dat het geval is:

- 1¥2% heeft orde 2

- (1¥2)(3%1) heeft oride 4
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- (1%¥23)4% heeft orlie 6
~ (1%¥233)(5%6) heett orde 8
-  (1%¥2345)6% heeft or:le 10

Voor operaties die alleen op de ribheblokjes werken zijn de
wojyelljke ordes dus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 3 en 10,

5.1.,3 Kombineren en bepalen van ordes.

Mu resten ons noy de operaties die zowel op de
rivbeblokjes als op de hoekblokjes werken, bDie kunnen we
uiteraard beschouwen als een kombinatie van een operatie die
alleen op hoekphlokjes, en een operatie die alleen op
rivbeplokies werkt,

Stel we hebben een operatie van de eerste soort met orde
p, €n een van Jde tLweede soort wmet orde g (ban is p een van
e agetallen 1,2,3,6 of 9, en aq is een van de getallen
1,2,3,4,5,6,8 of 10,) De uekombineeride operatie noemen we X.
tlet is duidelijk dat de operatie Xmachto de identiteit is
wat de hoekblokjes betreft, en dat de operatie Xmacht:y de
identiteit is wat de ribbeblokjes betreft, Het kleinste
getal m waarvoor Xmachtm, zowel wat hoekblokjes betreft als
wat ribbeblokjes betreft, :de identiteit is, iIs dus een qgetal
dat zowel een veelvoud is van p als van . De orde van X is
dus het kleinste gemene veelvoud van p en i,

we hadilen 5 verschillende mogelijke ordes voor e
operaties op de hoekblokjes en 8 verschillende moageliijke
ordes voor «de ribheblokKjes. Wwe moeten dus 40 kKeer een

Kleinste Jjemene veelvoyd herekénen om alle moaelijke ordes
te vinden. We aeven de uitkomsten in een tabel weer . (tahel
1), In de 1-de rij en .le j=de kxolom staat het Xleinste
gedtene veelvoul van het getal dat voor de i=~de rij staat en
het Jetal Jdat boven .le j=de kolom staat.

= 49 ==

De Pyramide Hoofdstuk S
! I
| 11 2 3 14 5 16 8 j 101 1
I N DURIUIIY DN PRSI DUV DEVISUPEY PEPSVIUIE BESURI DESRPR | |
| t i1 i 2 +3 14 1S 16 8 | 10| I
| SN [PV PSR SPISUV DUV DEVEVEY DECEUIN DU SRR | I
! 2012 2 16 F 4 110 ) 6 R 110 | |
i JUNUY DURUIUYNY DESE FUVVEVNY DUCHVVN PUNEUUPEY DUV DR DR t
| 303 16 13 | 12 115§ 6 | 24§ 30 | I
I NN [V DNV PPNV DU NN PN BRSO S l
! 61 6 1 6 1 6 § 121 30} 6 t 24§ 30 |
! R DR U VNV DECEPRVI [V DU DU DU | I
| 909 118 19 |1 361 45 | 1R | 72 | 90 1 |
| UV R USROS, DUVEVR DUVEVEVEY DURSUIPIY DEN NP DU I
I |

tabel 1.

Iedere operatie heeft Jus &é&n van Jde volgende ordes:
1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,18,24,30,36,45,72 ot 90,
In totaal zijn er dus 18 verschillende mogelijke ordes,

5.2 Aantal verschillende standen bij iedere orde.

Als we biljvoorbeeld het aantal verschillende standen (1)
vain orde 4 willen berekenen, dan kijken we eerst in tabel 1
uit paradgraaf 5.1 loe een stand van orde 4 tot stand kan
Komen,

We zien dat Jit op 2 manieren Kan: een hoekblokiesstand van
orle 1 gekowbincerd met een ribpeblokjesstand van orde 4 &f
een hoekblokjesstand van orde 2 agekomhineerd met een
rivbeblokjesstand van orje 4,

et aantal verschillende standen van orde 4 is dan:

(aantal verschillende hoekblokjesstanden van orde 1 magl

aantal verschillende ribbeblokjesstanden van orde 4) +
(aantal verschillende hoeckblokjesstanden van orde 2 maal

aantal verschillende ribheblokjesstanden van orde 4).
ilp deze manier kunnen we voor clke orde te werk gaan. Als we
eenmaal de gantallen van .de verschillende hoekblokijes-= an
ribbeblokjesstanden kennen, is het bhepalen van hot aantal
verschillende standen bhij iedere orde eenvoudig rekenwerk,

(1) Tn deze paraqaraqaf bedoelen we met standen glleen
die standen fdie vanuit de begyinstand door middel van
draaien te bereiken zijn, Dit is een ondergroep van
St (Zie hoofdstuk 4).
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5.2.1 Aantal verschillende hoekblokjesstanden,

We gaan eerst het aantal verschillende hoekblokjesstanden
bhij elke orde ultrekenen, Er ziin 5 mogelljke ordes: 1,2,3,6
en 9,

5.2.1,1 Aantal cykels zonder yedraaidheid,

We letten eerst niet op 9gedraaidheid en berekenen het
aantal cykels bij de ordes 1,2 of 3, Daarna bekijken we bifj
hoeveel draalcykels de orde verdrievoudigd moebt worden,
Ferst zonder draaien:

orde 1 (identiteit)
Er is maar een identiteit, dus het aantal verschillende
standen is 1,

orde 2 (2 Jdisjunkte 2=-cykels)
nDe volqgor.de van het tweetal 2=cykels Jdoet er nier toe, en
binnen zo’n  2-=cykel doet de voloorde van de letters er
niet toe., Als je de eersle 2=-=cykel nekozen hebt, 1is er
voor de tweede noj aar &é&n mogelijkheid, Je hebt dus de
kombinaties: (1r)(..), (la)(..) en (lo)(..). Het aantal
verscihillende standen is hier dus 3.

orde 3 (&&n 3~cykel)
Voor de eerste Jetter in de 3-cykel zijn er 4
moaelijkheden, voor de tweede letter 3 en voor de der.e
letter 2, 1In totaal zijn er dus 4%¥3#2=24 mogelijkheden,
Elke cykel Kout dan echter 3 keer voor ((lra), (ral) en
(alr) zijn dezelf.de c¢ykel.) Er zijn dus 24:3=4
verschillende standen van orde 3,

Het totaal 1is 1+3+3=12, nit is het aantal even
verwisselingen van 4 elementen, zoals we 1In paragraat 2.3 al
Jezien nadden,

In hoofdstuk 2 hehben we ook qgekonkludeerd dat er bij
elke verwisselinn van de hoekhlokjes Imacht3=27
nogjeltijknelen zijn oan een Jedraaldheid erin te brenaen, We
z1jn nu jefnteresseerd welke daarvan de oorspronkelijke orde
behouden, en hij welke we de orde wmoeten verdrievoudinen,

We hebhen al gezien dat (o+l=a) orde 3 heeft, en Adat
(o+la)r= orde 9 heeft. Het essontiele verschil tussen de
twae draaicykels is dat bif de eerste de sowm van e
gedraaidheden binnen de 3-cykel (2) nul iIs en dat ' deze bij

(2) Met de totale aqedraaldheid bhinnen een cykel
bedoelen Je de son van le gedraaidheden die de tekens
bij de letters of clifers binnen de cykel
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de tweede gyelijk s aan +1.

Alaemeen geldt (ook voor ribbeblokies):
Z1j dec een draaicykel van lengte n dan geldt:

De orde van Jd¢ is yelijk aan n dan en slechts dan als de
toLtale gedraaldbeid binnen een cykel qelijk is aan nul,

tlet bewjijs van deze bewering is gewakkeljjk als je weet hoe
de tot de macht n eruit ziet,

Gtel dat dec = (x151x2357.....Xn$n) (3) Laten we eerst eens
kijken wat er met x1 <qgebeurt als we dc tot de macht n
toepassen. Als we dc toepassen gaat x! naar plaats x2 en xi
krijat een aedraai-lheid $1. Als we dc . nog een keer
toepassen gaat x1 van plaats x2 naar plaats x3, en krijat
een  extra jedraaidheid van $2, De gedraaidheid van x1 is

dan $1+$2. Dit gaat zo door, Als we dc¢ n keer hebben
toegepast, 1s x1 weer op ziin ejgen plaats terwa, en heeft
een totale gedraalidbeid van.  $1482+...000%t$N. Hatzelfde
Jeldt natuurlijk ook voor x2 tot en met xn. Omdat

51+82+.....45n de totale aedraaidheld pinnen de cykel is, is
hiermee de beweriny hewezen,

Met behnlp van degze beweriny kunnen we nu agemagkkeliijk de
gezochte aantallen berekencn,

5.2,1,2 Aantal cykels met gedraaidheid,

We  heginnen met de  27%12  standen die alleen op
hoekhlokjes werken, 1In het volgende stukje bedoelen we met
standen, standen dile alleen op hovekblokijes werken.

orde 1 en orde 3
Fr zijn 27 standen -die ait i-cykels bestaan, Eén daarvan
(de identiteit) beeff orde 1 (binnen elke l=-cykel moet de
gedraaidheid nul zijn, Jdus er waq niets draaien) en de
overige 25 hehben orde 3,
We hebben das al: | stand van orde 1 en 26 van orde 3,

et ot e

voorstellen, Die son van de gedraaidheden nemen we
dan  bij ribbeblokjes modulo 2, en blj hoekblokijes
modulo 3,

(3) Peze wat onoverzichtelijke notatie is het jevola
van de beperkte mojelijkheden van terminal en
printer. De x1 stellen cijfers (ribbeblokjes) of
ltetters (hoekhlokjes) voor, en de $i stellen hun
Jedraaidheden voor (* of O voor ribbepvlokjes, =, + of
0 voor hoeckhlokjes.)
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orle 2 en or.de 6

Er zijn 27%3=81 standen die wuit 2 disjunkte 2~-cykels
bestaan, fen 2-cykel van orde 2 kan er op J manieren
nitzien: (.ea), (o+.=) en (.=.+). Voor ide 2 disjunkte 2=
cykels " zijn er dus 3¥3=9 manieren bij elke gyewone
cyKelstruktuur,

In totaal zijn er dus 9%3=27 stanlden met orde 2, De rest,
nameliik 18%3=54, zljn standen van orde b,

orie 3 en orde 9
Er zijn 27%2=216 stanilen die bestaan utt een 3=cykel (en
een 1=-cykel), )m binnen een 3-cykel een totale
gedraaldheid nul te maken, kun je voor «de eerste twee
letters een willexkeuriae yedraaidheid kiezen. De derde
gedraalidheisl woet je Aan zodanig kiezen dat de totale
gedraal:dheil nul is, Er 2ziin dus bij iedere gewone 3~
cykel 3%3=9 mogelijkheden om de draaicykel orde 3 te

qeven,
Het aantal mogellike 3=-draaicykels van orde 3 is dus
gqelijk aan 92%8=77, Ne rest, namelijk 1B¥8=144, zijn

standen van orde 9.

Samenvattend kunnen we nu Zeagen dat het aantal
verschillende hoekblokjesstanden van

orde 1 geliijk is aan 1

orde 2 jelijk is aan 27

orde 3 jgelijk is aan 26+72=98

orde 6 jJelijk is aan 54

orde 9 gellijk is aan 144
In totaal zijn er 27%12=321 hoekblokjesstanden,

5.2.,2 Aantal verschillende ribbeblokjesstanden,

Voor stanilen die alleen op ribbeblokijes werken, gaan we
hetzelfde doen (van nu af bedoelen we met standen, standen
die alleep op rivbeblokjes werken,)

5.2.2.1 Aantal cykels zonder gedraaidheid.

Fr zijn 8 mogelilke ordes: 1,2,3,4,5,6,8 en 10,

Je letten eerst niet op raedraaidheden en  berekenen het
saantal verschillende sjewnne cykels van hovengenoemde ordes.
Naarna bekijkein we bij hoeveel draalcykels we de orde moeten
verdubbelen,

kr zijn (we letten niet op gedraaldheden) 6!:2=360
verschillende even verwisselinaen, BLlj elke orde tellen we
tiet nljbeborende aantal verschillende even verwisselingen,

orie 1 (identiteit)

Fr is maar é&é&pn lAentiteit, dus het aantal verschillende
verwlsselingyen is 1,

—-—— A ==

De Pyramide Hoofdstuk 5

> 0 - " - o o on S oy N o ) e o A P e e e e

orde 2 (2 disjunkte 2=-cykels)

De volgorde binnen elke cykel doet er weer unlet toe,
Voor de eerste cykel zijn er hover2=15 mogelijkheden,
Btj iedere keyze van de eerste cykel zijn er 4over2=ze
magelijkheden, In totaal ziin er dus 6%¥15=90
mogelljkheden, aar dan Komt ledere permutatie 2 keer
voor ((12)(34) is hetzelfde als (34)(12)).

Het aantal verschillende verwisselingen van orde 2 is dus
gelijk aan 45,

orde 3 (1 3=-cykel of 2 disjunkte 3-cykels)
- Bij] &&n 3=cykel moet je een drietal uit 6 kiezen., Dit

kan op 6over3=20 manleren, Flk drietal kan op 6
verschillende manleren in een rijtje qgezet worden,

Bij drie van zulke riljtjes hoort slechts &é&n
permutatie, dus bij één =zo‘n drietal horen 2
permitaties., Fr =zljin dus in totaal 40 verschillende

permuataties van orde 3, die bestaan ult &&n 3-cvkel,

- Bij de twsee disjunkte 3=cykels kiezen we eerst de
eerste 3=cykel; dit kan op 40 verschillende manieren.
it het overige drietal kunnen we op 2 verschillende
manieren een 3-cykel vormen, We hebben dus 2%¥40=8§0
moyelljkheden, maar dan komt elk tweetal 3-cykels 2
Keer voor ((123)(456) 1is dczelfde permutatie als
(456)(123)), das we aoeten dat aantal weer door twee
delen,
ok wvoor 2 disjunkte 3-cykKels ziin er dus 40
nogelijkheden.

Inh totaal zijn er 80 verschillende verwisselingen van
orde 3,

orde 4 (4=cykel en diarmee disjunkte 2=cykel)
Als we (e 4-cykel gekozen hebben 1igt de 2-cykel vast,
Een rijtje van 4 kunnen we op 6%«5+%4%3 manieren kiezen uit
een verzameling van 6, Ilke 4=~cykel Kkomt dan echter 4

keer voor ((1234),(2341),(34172) en (4123) zijn
hetzelfde,) Er zijn dus 6*¥5%¥4%3:4=90 verwisselingen van
orde 4,

orde 5 (1 S=cykel)
Er zijn 6%5%4%3%¥2:5=144 verschillende verwisselinijen van
orde 5,

5,2.2.2 Aantal cykels met gedraaldheid,
Bij elke verwisselina van de ribbeblokjes =ziin er

2wmaechtb5=32  wogelijkheden om er een gedraaidheid in  te
brengen,  In totaal zljn er dus 32¥300=11,520 standen die op
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de ribbeblokjes werken,

wWwe gJaan ny Hij elke orde kKijken hoeveel van de moaelijke
standen dezelfde or.de zoulden hebhen als bij de bijbehorende
verwisselingen ook blokjes zZouden mogen draaien. 7Zoals we
Jezien hebben moet daarvoor de totale ygedraaidheid binnen de
cykel gelijk zijn aan nul.

orde | en orde 2
Er Zijn 32 stanilen :lie, evenals de identiteit, bestaan
uit 1~cvkels, én daarvan heeft orde 1 (binnen iedere
l-cykel moet de gedraat:theld nul zijn, dus er wag niets
draaien), en de overige 31 hebben orde 2,

orde 2 en orde 4
Fr zijn 32%15 standen die bestaan uit twee disjunkte 2=
cykels (en twee 1~cykels),
FEen 2~cykel heeft alleen orde 2 als er niets drasit 6¢
als belde elementen van de cykel draaien, Voar de 2-
cykels zijn er dus pij elk tweetal gqgewone «cykels 2%2=4
tweetallen draaicykels wet orde 2. van de elementen
waaruit de heide 72-cykels bestaan, zullen er dus 0,2 of 4
draaien, Omdat in totaal het aantal elementen dat draailt
even moet zijn, zZullen de overige 2 elementen (heide 1-
cykels) allewvel draaien of allebhei niet draaien, Dit
vermenigvul tigt het aantal mogelijkheden met een ftaktor
2.
In totaal vinden we dus bij elk tweetal gewone disjunkte
2-cykels 4%2=8 stanlen lie orde 2 hebben,
van de 32%¥4% standen die we beschouwden zijn er dus
8¥45=360 standen met orde 2
en 24%45=1380 standen met orde 4.

or-de 3 en orde 6

Er zijn 32¥%40 standen die bestaan uit één 3=cykel (en
drie l=-cykels), Fen draal=3-cykel heeft alleen orcde 3
als de son van ‘e gedraalitheden binnen de ecykel nul is,
dat  wil zeaggen dat er nlets. dgedraaid is 6f Jdat er 2
blokjes gedraald ziin (binnen de  cykel), 2 Rlokies
draaien kan o0p 2over3=3 manieren; niects draaien op 1
manier.  Dit levert In totaal 4 manieren op per gewone
3-cykel, De drie lecykels hebhen &f orde 1 &f orde 2, en
ondat we hier als totale orde 3 willen hebben, moet die
orde persé 1| zijn,

Dus van de 32%40 standen zijn er

4*%40=160 standen met orde 3
en 28%10=1120 standen et orde 6.

oride 3 en aorde 6
Er zijn 32%10 standen die bestaan uit twee 3-~cyvkels, Ri}
elke gewone 3=cykel zijn er 4 manieren om er een draai-
3-cykel van te maken zédaniy dat de orde 3 blijft, Bij
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elk tweetal gewone 3-cykKels ziin er dus 4%¥4=16 manleren
om er een tweetal draai=3-cykels van te magken met orde 3.
Van de 32%40 standen die pestaan ulit een tweetal draai-
I=cykels ziin er Aus
1A%¥40=640 standen met orde 3
en 16%40=640 standen met orde 6,

orde 4 en orde 8
Er zijn 32%90 standen die bestaan uit een 4-cykel en een
2=cykel. am  pinnen een 4-cykel totale agedraaidheid nul
te maken, kunnen we draxiingen van de eerste drie blokjes
willekKeuriqg klezen, en die van het vierde hlokje zodanlaqg
dat de totale gedraaliheid nul wordt, Er =zijn dus bij
elke gewone 4-cykel 2%2%2=8 manieren om er een draai=-4-
cykel van orde 4 van te maken,
et totale aantal draalingen binnen de 4-cykel en de 2=~
cykel wmoet even ziljn, en omdat we een even aantal
dradiingen binnen de 4-cykel hebben, hepbben we voor de
2=cykel nog de keuze wult niets draaien of allebei de
blokjes draaien.
In totaal geeft dat 8%2=16 mogelijke draaicykels die
bestaan ult een draai-4-cykel en een draai-2-cykel.
Van de 32%90 standen die we hier heschouwden zijn er adus
16*¥70=1440 standen met orde 4
en 16¥20=1440 standen met orde 8,

orde 5 en orde 10

Fr zijn 32%141 standen die hestaan uit een S-cykel (en
ean l-cykel), 31j iedere yewone S=cykel moeten we een
even aantal bleokijes laten draaien om de bijbehorende
draai=5-cykel orde 5 te qgeven, Er zijn 2macht4=16
manieren om dat te doen, e l=cykel moet altijd
ongedraalid zijn.

van de 32%144 standen zijn er dus

16%144=2304 standen met orde 5
en 16%¥144=2304 standen met orde 10,

Samenvatten.l Kunnen we zedgaen dat het aantal
verschillen-de ribbtebnlokjes=standen van

oride 1 gelijk is aan 1

orde 2 gelijk is aan 31+3160=391
orde 3 gelijk is aan 160+640=R00
orde 4 aqelijk is 24n 10R8041440=2520
orde 5 gelijk is aan 2304

orde 6 agelijk is aan 1120+640=1760
oride 8 neliik is aan 1440

orde 10 gyelijk is aan 2304,
In totaal zijn er 11.520 standen die alleen op ribbheblokijes
werken,
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5.2.3 Aantal standen bij ledere orde,

et hehalp van tabel 1 is het nu  gemakkeliijk bij elke
orde  het aantal verschlllende standen ult te rekenen, we
zullen alleen het voorbeeld aan het heyin van paragrasaf 5.2
uitwerken, Vvan de overiygen zullen we alleen de uitkomsten
Jeven en het percentade van het totaal aantal standen,

Het aantal verschillende standen van orde 4 is:
(het aantal hoekblokjesstanden van orde 1 Keer het aantal
ribbeblokjesstanden van or.de 4) plus
(het aantal hoekhblokjesstanden van orde 2 keer het aantal
rivbeblokjesstanden van orde 4),.
Dit aantal is «dus Jelijk aan  1%¥2520+27%2520=28%2520=70,%60,
let percenta.je van het totaal isge
70.560:3,732,430%100%=1,9%.,
In tabel 2 is voor iedere mogelijke orde aanygeqgeven hoeveel
verschillende standen er zijn wmet die orde en welk
percentadge lat Jis van het totaal aantal verschillende
standen,

Fen voorbeeld van een stand met de grootst mogelijke orde
(orde 90) heeft, wat hoekblokjes hetreft, orde 9, en wat
ribbeblokjes betreft orde 10 (zie tabel 1).

Fen hoekblokjes=stand van orde 9 is bhijvoorbeeld de stand
(o+lalr- (zie par 3.2).

tben ribbeblokjes~stant van orde 10 kun ide . vinden in
paragyraaf 5,1,2: (1#2315)A%, Fen stand van orde 90 is dus
pljvoorbeeld de stand (o+ladr=-.(1%2345)6%,
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TABEL 2,

Orde van | Aantal verschillende | Percentage van het
de | staniden | totale aantal

stand | van aie orde | verschillende standen
——————————— [ SR S, SR | S, S, e = = -
e 1
1 | 1 I LON003 &
e e | o | o e 2 e e
2 | 10,975 | .3 %
- v -~ - l - " O vy - o - [ - o o -
3 | 79,298 | 2.1 %
--.—_—-—-———|—-——-—--——-.----——----— | e e e . - -
4 | 7N,560 | 1.9 3%
------———-—'_-—-_-—————o_-—--.-u-—--|---_-—-----_---------—---
S i 2.304 | 06 %
e e | e e o | ————————————————
A ! 441,036 | 11.8 %
e e | i e o r m mt | ot e e
8 1 40,320 I 1.1 %
e rmn | e me e e e emmemecmem e [cermea e es e m e ————————
9 | 115.314 | 3.1 %
e e | o e i e e e e | e e e e e e e
10 | 126,720 I 3.4 %
e e | e e m e m e | o —————————————————
12 | 333,040 | 10.3 &
R B T e LT ey ey e e s S -
15 | 225,792 | 6,0 %
e e | — - ————— -, | e m e ————————————————
13 | 309,744 | 8.3 2
e | e m — e m e | e —————————————
24 I 218.880 | 5.9 %
B e Ll B Tl [ Ty
30 | 474,624 i 12.7 %
e M m e e e mam e m—— e | c e m e — .- e —— = ————————
36 | 362,880 | 9.7 %
—_----—-—-—l-—-—-----—--—-----——-- | - - - - - - - -
45 | 331.776 I 8.9 %
e e m e | m e e e d et m e — e | m e m . ——————— .
72 | . 207,360 I 5¢0 3
e — - | e ———— e mram e e | cmme e m e, ——————— -
90 | 331,776 | 8.9 3
-————-----—'—--—-—-—_----———--—--- ' B L e h L R pp— -
e e m e | m e r e e m e | e ——————————
TOTAAL: | 3.732.480 | 100,06 %
Mt e m e | Mt et r e m e mrrm e m et e e et mrm e m e - ————————
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VI DIAMETER, PERMITATIEKAARTEN EN DRAAIKAARTEN. oplossingsmethode, de pyranide altijd binnen 83 Keer draalen
in de beginstand teruag te Krijgen is,

Het bepalen van een ondergrens veragt noJg wat rekenwerk:
Het aantal verschillende elementen van St die we kunnen
krijigen door hoogstens s keer te draaien, Is nooit yroter

6.0 Inleiding. Jan het aantal varschillende operaties van lenqgte kleiner

dan, of yelijk aan s. (4.3, verschillende operaties leveren
Fen van de linteressantste dJdingen die je jezelf Kkunt soms dezelfde stand.)

afvragen hnet betrekking tot de pyramide is: wat is het

mininuia aantal Keren draalen, waarbinnen hij altijd goed te - Als s=0 1is er slechts &én operatie mogelijk: de

krijjen 1s, ongeacht met welke stand je beagint? Het is fdentieke,

daarom zo’n jinteressante vraaq, omdat hij bijna als vanzelf

naar voren Komt, terwiijl hij toch moeilijk of niet te ~ Als s=1 hebben we de opperaties Id en R, R°, L, L*, A, A",

beantwoor len is. 0 en ), Dat zijn er 1+8=9,

Dat minimum aantal kKeren draalen is precies de dianeter van

Jde standenaroep (St) van de pyramide met als voortbrengers - Als s$=2 komen er nory 8%06 operaties van lenote 2 hij, (hie

Jde B elementen die korresponderen met het draaien met de 4 6 volat uit het feit dat we niet 2 keer achterelkaar met

vlikken, hetzelfde vlak draaiens) Het totaal bij s=2 is dus

In paraqraqaf 6,1 zullen we slechts een afschatting geven van 1+K+R¥6=137,

Jde diameter.

= We kunnen 20 doorgaan,
Een manier om de diameter precies te bhepalen, zou de

volgenlde kunnen zijn: Er ziin 1+3+8¥0+3*¥6macht2+......+R¥6macht7=2,687.385

verschilleinde operaties als s=8, We hehben dus hoogstens

-~ qgeef e bheginstand nuamer 0 2.687,385 verschillende standen gaehad, St heeft echter

3.732.480 elementen, dus er zijn noq elementen van St die we

- bepaal de standen die je met &é&n kKeer draalen vanuit binnen 8 keer draaien niet kunnen bereiken, De diameter is
stand 0 kunt bereiken, en geef «die nuyamer 1 dus minstens 9,

- bepaal alle standen die je net 4é&n Keer draaien vanult de
standen rnret nummer 1 kunt pereiken, en rgeef diegene die 6.2 Permutatiekaarten.
je noy niet genummerd hebt, nummner 2

I'n hoofdstuk 3 hebben we al uitvoeriqg de 2=

~ ya zo door Jaet nurmeren tot er geen nieuwe standen meer viakspermutatiekaart van ribbeblokjes hesproken, We zouden
biikomen deze kaart uit kunnen brelden door toe te laten dat je niet
alleen met het L-=vlak en nhet R=vlak maqg draaien, maar ook

et hooaste nuamer geeft Jdan de Alameter van =& aan, be met de andere twee, We Krijyen dan te maken met de Cayley
grote woeili jkheid hierbij is de praktische uitvoerbaarheid, Jraph van de As (het zesde ribbeblokje kan nu ook van plaats
or zidn 3,732,483 verschillende standen, zodat je dit werk verwisselen!) met als voorthbrengers (123), (132), (345),
nooit af zult krijaen, In paraaraaf 6,2 en 6,3 gaan we (3%4), (146), (164), (256) en (269). Het aantal
daarom niet de thele 5t bhekijken, maar 3 faktorJgroepen. verbindingsliinen zou Jdan 12 keer zoveel ziijn (6 keer zoveel
haarvan bepalen we volgens bovenjgenoemde pripncipe de punten, en vanuit ieder punt vertrekken 8 in plaats van 4
dlameter, qgebraixk wakend van  zoyenaamde permiutatie-kaarten lijnen) als dat op de kaart in hoofdstuk 3, met als gevolq
(paragraaf 2) en draai-kaarten (paraJgraaf 3), dat  je ult de kaart niets neer kunt aflezen. We hebben de

hele permutatiekaart van ribbepblokjes dan ook niet geteken:,

6,1 Afschatting van de diameter van St, Wat we qel gqetekend hebhen, is de vollediyge
permutatiekaart van hoekblokjes (zie appendix B, kaart 2).

Vior een bhovenarens v.an de diameter verwijzen we naar Omiat we 4 hoekblokjes hebben, en omdat we alleen te maken
hoofdstuk 3, waarln de oplossingsmethode van de pyranide hebben @met oven verwisselingen, is de bijbehorende aroep
gegeven wor.t. Danr wordt berekend dat, met die gelijk ann de A4, Vandaar Jdat er 12 "kleine pyramidetjes" op
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e Kkaart getekend ziin, leder korresponderend wet een
verwisselina van hoekblok jes, bDe gekleuride lijnen geven weer
adn jioe  je van e enae stand naar e andere kKunt Komen,
7wart komt overeen aet het Revlak, rood met het L-vlak,
Jroen met het A-vlak en blauw met het 0O-vlak, begint de 1ijn
Jestippeld bij een stand, dan moet je met het door de kleur
dangegeven vlak linkson draaien om bij de volgende stand te
Konen; bpeygint de 1ijn doorgetrokken dan moet je rechtsom
draaien,

“e hebben de stanslen Jerangschikt in  de vorm van een
kubus, omdjat de symmetrie van de kaart zo het duideliijkst
na4ar voren komt,

De .meest linkse stand is de ldentiteit. Deze vormt met de
overiage drie standen lie niet als hoekpunt van de Kubus
fungeren, een Jgroep: e zogenaamde viergroep van Klein:
{1, (12)(34),013)(24),(14)(23)}

De hoekpunten van de kubus representeren alle 3-cykels
van de A4, Vanuit ieder element van de viergroep van Klein
kun je door mildel van &én draaiing, bij ieder willekeurig
hoekpunt van de Kubus komen, We hebben deze
verbindinagslijnen ni2t allemaal getekend, omdat anders de
tekening onoverzichteliijk wordt, Toch kunnen we vriij
gemakkelijk aflezen waar deze verbindinaslijnen noeten
lopen,

Nemen we als voorbeelld -ie meest linkse stand: Td, We zien
hier slechts 2 lijnen vertrekken, namelijk de 2 groene. De
verbinidingslijn van de 2 hoexpunten waar deze 2 11jnen
uitkomen, 1is natuurliik ook groen. Als we met zwart zouden
vertrekken, zouden we 0ok bij 2 hoekpunten nitkomen, en die
Zzouden verbonden zijn met een zwarte lijn, We hebben de
standen z6 gerangschikt, dat de verbindingslijnen van een
tweetal hoekpunten waar we vanult 1d kunnen KkKomen Joor met
hetzelfde vliak linksom dan wel rechitsom te draaien, alle 4
evenwijdia lopen,

We kKunnen dus uit de tekening aflezen dat, als we met het
R=vlak draalen (dat is met zwsart vanuit Id vertrekken), we
uitkomen nbhij het rechter-boven-voor- of rechter-bhoven=-
achter=hgekpunt, Aan  le verbindingsitijn kunnen we dan ook
zien in welk van de 2 we wuitkomen als we met zZwarte
Jestippeld vertrekken (namelijk het hoekpunt waar de
verbindingsliin gestippeld beaint,)

Ny dezelfde manjier kunnen we zien wadar we terechtkomen
als  we  vannit de onderste stand ((12)(34)) of vanuit de
rechterstand ((13)(21)) vertrekken,

be tweetallen punten waar we vanult de bovenste stand
((14)(23)) Xxunnen komen door het draaien met 668n vliak, zijn
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ook verbonden dqoor lijnen, Deze varmen de 4
lichaamsdiagonalen van de kubus. Door te kijken hoe zo’n
diaqonaal in  een hoekpunt. begint (Jooryetrokken of

gestippeld), kunnen we 00k hier  bepalen hoe we vanuit
(14)(23) daar terechtackomen zijn, dus in welke richting we
het blijbehorende vlak moesten draaien om vanuit de hovenste
stand bij dat hoekpunt te kKomen,

0p deze manier 1is deze kaart op te vatten als een
vereenvoudligide cCayley graph van de A4 met als voorthrenyers
de B 3-cykels van de A%, ilet is aemakkelijk te zien dat de
diameter van deze graph gelijk is aan 2, en dat er 3
antipoden zijn,

6.3 ODraaikaarten.

We gaan nu iets soortgelijks doen bij het draaien van
hoekblokjes en bij het draaien van ribbeblokjes.

6.3.,1 Hoekblokjes,

We beginnen met e hoekblokjes. Hierbii wordt dus
helemaal niet gelet op de ribbeblokjes en ook piet ap
eventuele verwisscelingen van hoekblokjes. Als

Jedraaldheidsdefinitie kiezen we de volgende (zie figuur 1):

B ) B D > A "t B = e . = -

| )
| . 1
i 1
i ]
I |
i |
I |
] |
1 |
i e |

figuur 1,

Als e hoekblokijes zodania zitten, dat hun  hoofdrichtingen
satrenvallen met «Jdie van deze figuur, dan zegaen we .Jat er
nifets gedraaid is.

In principe kuinnen de hoekblokjes in elk hoekpunt op drije
nanieren gedraaid zitten, en  we zouden dus 3macht4
verschillende staniden kunnen krijgen, 0Omdat we echter niet
&én  hoekhlokje alleen kunnen draaien, hlijven er 3macnt3=27
standen over, deze zi{jn jJetekend op kaart 3 in appendix B,
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De standen Zijn weer op dezelfde manier verbonden als bij
Jde  permutatiekaart van  hoekblokjes, Jdat wil zeigaen de
kKleuren zwart, rool, blauw en groen stellen respektievelijk
de  vlakken R, L, O en A voor, Gestippeld beginnen wil
zedggen linksom draalen; doorgetrokken beginnen rechtsom,
Als een 1ijn van een stand naar dezelfde stand loopt, dan
#11  dat  zeqggen dat die stand invariant is onder de hij die
1ijn behorende draaiinyg.

De standen hebhen we als volgt genummerds:
De peaglnstan.d heeft nummer 1, de standen <die na &8&n keer
Araalen te bereiken zijo hebben Ae numwers 2 tot en aet Y,
en de overigen de nunmers 10 tot en aet 27,

Hoewel we hier niet kunnen spreken van een Cayley aqgraph,
kunnen we <de begrippen pad van een punt P npaar een punt 0,
lengte van een pad, afstand van een punt P tot een punt 0,
dlameter en antipode, 2zovals gedefinieerd in hoofdstuk 3,
gJewoon overnemen,
nder punten verstaan we dan de standen en onder
voortbrengers :le veroindinyslijnen ertussen,

Als de Kaart eenmaal getekend is, is ook hier gemakkelijk
te zien dat de diameter 2 is en dat er 18 antipoden zijn,

6,3.,2 Ribbheblokjes.

Hetzelfde kunnen we doen bii het draaien van
ribbeblokjes, Als Jedraaidnheidsdefinitie kiezen we (figuur
2):

| !
I |
I I
| |
| |
1 I
| f
| t
i 1
| |
figuur 2,

amdat we piet &én ribbevlokje alleen kunnen draaien, bhebben
we hier geen 2macnts maar 2macht5=32 verschillende standen.
Np kaart 4 in appendix B ziin ze getekend,

De verbindingslijnen jeven weer aixn met welke vliakken eor

gedraald  wordr, en een 1lijin van een stand naar zichzelf dat
die stant invariant is onder die draaling.

-- 56 ==

e Pyramide Hoofdstuk 6

e 4t > W A o n B oy 90 A = e e e A = 4 A = v . e N = -

be beyginstand hebben we nummer 1 yegeven, de met &én keer
draaien te bereiken standen de numimers 2 tot en metL 9, de na
twee keer draalen te @nerelken standen, d4ls ze noa  geen
nummer ha-lden, de numwers 10 tot en met 2R, en de 4
antipo-len de numaers 29 tot en met 32,

pe diameter van <Jeze - raaikaart is 3 en er zijn 4
antipoden.
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VII OPERATIES BIJ HET DRAAIEN MET 2 VLAKKEN,

7,0 Inleilding.

In Jdit hoofdstuk agaan we een algorithme bepalen die
operaties levert die alle ribbehlokjes vast laten, en die
dus Aalleen maar werken op le hoekhlokjes.

Vanwege net ygrote aantal mogelijkheden dat we kriigen als we
met 4 vlakken draalen, beperken we ons hier tot het draaien
aet 2 vlakken,

In paragraaf 7.2 zullen we die alyorithme bepalen, Met
behulp van dle alyorithme Is het moaelijk een prograama te
schrijven dat berekent hoe vaak we minimaal woeten draaien
om de pyraiide qgoed te krijgen, als we er vanuit gaan dat de
ribbeblokijes al gyoed zitten en er slechits met het R=vlak en
het Ti=vliak yedraaid maq worden, We beqginnen in paradraaf 1
van it hoofdstuk wet wat voorbereidend werk,

7.1 Voorbereiding,

Fr wordt slechts met het R-vlak en het L=~vlak aedraaid.
de zonden nu naar de 2-vlakspermutatiekaart van ribbeblokijes
Runnen Kijken (zle hoofdstuk 3 en appendix B) en daaruit een
alyorithme afleiden die alle Lussen om stand 1 genereert,
et hehulp daarvan zouden we dap alle operaties kunnen
viaden ie de ribbeblokjes vast laten, Dit Joen we echter
niet: de kKaart is tamelljk aroot, en owm die alyorithme daar
rechitstreeks uit af te leiden, wordt een moeiliike zaak.

He stappen daarom over naar iets eenvoudigers.

Als we ‘e ribbeblokjes nuameren zoals in hoofdstuk 3, dan
ziet de heginstand er als volgt uit (zie fiaunr 1):

figuur 1
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Omdat er met 2 vlakken gedraald wordt, weten we precies
of een ribbheblokje wel of niet gedraaid Op een bepaalde
plaats zlt. We hoeven dus alleen noa maar te letten on
verwisselingen. De verwisselinaen die voor kunnen konmen,
z3jn alle even verwisselingen., Dit houdl in dat, als we
weken waar de bhlokjes 1, 2 en 3 zitten, we 0ok weten waar de
hlokjes 4 en 5 zitten, In het bijzonder weten we dat iedere
operatie die de blokjes 1, 2 en 3 vast laat, dit ook doet
met de bhlokijes 4 en 5,

7.1,1 Kontrole-methode,

Voordat we de algorithme in paragraat 7.2 gaan hepalen,
geven we hier een aethode aan om te kontroleren of een
operatie de ribbeblokjes op hun plaats last, zonder daarbiij
Jebrutk te maken van permutatiekaarten.

Stel dat we al Kunnen kontroleren of een operatie hlokje
3 op ziin plaats laat. We kunnen dat dan ook meteen
kontroleren voor de blokjes 1 en 2. Immers: operatie X laat
hlokje 1 vast dan en slechts dan als operatie LAL’ blokje 3
vast laat. De operaties L’ en I, zorgen er namelijk voor dat
blokje 3 op de  plaats koat te zitten van respektievelijk
blokje 1 en 2. Als je daarna X toepast, blijft blokje 3 op
die plaats zitten, #Het toepassen van L in het ene 4geval en
L in het andere, zorgen er dan weer voor dat blokje 3 op
Z1iJjn beaginplaats komt,

Yat we nu hebben is het volgende:
Zij X een operatie bestaande uit draalingen met het R-=vlak
en het L-vlak, dan is Je bewering:
"X laat alle ribbeblokjes op ziin plaasts®
equivalent met de bewering
"X laat de ribbeplokjes 1, 2 en 3 op hun plaats"
en deze ls weer equivalent met

"X, LXL en LXL,® laten ribbeblokje 3 op zijn olaats",

dat we zoeken is dus een manjer om te kontroleren of een
nperdatie ribbeblokje 3 op zijn plaats laat,

Ondat LL°=L"L=14, LL=L® en L*L"=1,, Kkunnen we iec.dere
operatie z& schrijven, dat er in de bijhehorende reexs
draaiingen  nooit 2 keer achter elkaar met het L-vlak
gedraald moet worden, Hetzelfqde geldt natuurliik voor het
R=-vlak, zZodat een operatie waarbij alleen met het r=viak en
L=vlak dedraail maj worden, altijd aeschreven kan worden als
een rijtje van afwisselend R’s en I,°s met of zonder aksent,
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Stel de operatie waar we naar willen kijken beaint met R
of R, Alokje 3 komp .Jan op de plaatsen van respektievelijk
plokje 4 of S, Zolany blokje 3 op &én van Jdie twee plaatsen
zit, ygebeurt er niets mee als we met het L-vliak draaien,
zo lat we dan alleen maar hoeven te letten op draaiingen met
het R=vlak,

Als nu blokle 3 vanuit plaats 4 of 5 weer op 2zilin plaats
kKont, zZullen we zeggen dat we een R=lus om 3 agemaakt hebben,
p dezelfde aanier Kunnen we spreken van een L~lus om 3,

Het is duidelijk dat een operatie die blokje 3 vast laat,
bestaat uit afwisselend R-lussen en L=lussen (eventueel ook
één R=1lus of &8&n L=lus.,) 0Om te kontroleren of een operatie
hlokje 3 vast laat, hoeven we dus alleen maar te kontroleren
of deze bhestaat uit L~lussen en R-lussen,

7.1.2 Een voorbeeld,

Fen voorbeeld zal het vooragaande verduidelijken:
stel we hebben de operatie X=RL'RLRLRLRL’ en we willen
kijken of leze de ribbeblokjes vast 1laat, Het is dan
voldoende te kontroleren of de operaties X, LXL® en L*‘XL
blokje 3 op zijn plaats laten,

Omdat X wet een R heqgint, gaan we eerst op zoek naar een
R=1lus, Op draaiingen wet het L-vlak letten we dan even
niet, el is duidelijk, dat na 7 keer draaien blokje 3 voor
het . eerst weer op zijn plaats teruy is (achtereenvolgens 2
keer een R~draaiing en 2 keer een R’ draaiing). Daarna woet
een I~=lus kowen, en dat 1is niler ook inderdaad het geval
(acntereenvolgens 1 keer T, en 1 keer L,°). De struktuur van X
kunnen we 4ls volyt sangeven(1):

R.RR".R7IT,L"
Ne struktuur van LXL’ is dang
LeL IR.R I LLL

X laat dAus ook blokije 2 vast,
Tenslotte de struktnar van L °XI,:

PRV FRPS P PR S

en we zien dat blokje 1 niet op zijn plaats blijft bij het
toepassen van X, omdat R°.R° geen R=-lus is,

(1) De vertikale streepjes in .le operaties geven aan
wAAL (e overaanyy van  de  ene " 1us nadar de andere
plaatsvindt; de pantjes stellen in een R=lus een
draaiing wet het L-vliak voor en in een L=~lus een
draaiiny met het R=vlak,
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we weten nu dat de blokjes 2 en 3 op hun plaats blijven
hij het toepassen van X en blokje 1 niet, Zoals hierboven al
is opgemerkt, ligt de permutdatie vast als we weten wat er
met 3 van de 5 hlokjes gebeurt, Als we in dit geval nog
weten waar blokje 1 terecht komt, dan weten we precies welke
permutatie biij X hoort.
det behulp van het hovenstaande is dat vrij aemakkelf jk te
bepalen:
be plaats waar blokje 1 terechtkomt, na het toepassen van X,
is dezelf.le als waar blokje 3 terechtkomt na het toepassen
van L."X (eerst blokje 3 op de plaats van blokje 1 brengen
door midJdel van het toepassen van J,°; dan X toepassen.)
Hit de struktuur van ©°XL  volgt dat blokje 3 na het
toepassen van L'XL op plaats 4 zit., Tmmers de lus die noq
nirt af is, zou een R~=lus woeten worden, en se hebben daar
twee Kkeer R°  toegepast, Als  we de operatie I,°A=L’XLL"
toapassen, dan weten we dus dat blokje 3 op plaats 4 zit
(L°XL toepassen brengt blokje 3 op plaats 4; daarna L’
toepassen laat blokje 3 daar zitten.) We zien dus op een
vrij eenvonudige manier dat blokje 1 op plaats 4 zit.
De permutatie die hoort bij X levert nu Jgeen problemen meer
ap;

- blokje 3 blijft oy zijn plaats
= blokje 2 blijft on zijn plaats
- blokje 1 jaat naar plaats 4

e 2 moaelijkheden die we nu nog hebben voor de permutatie
zijn  (14) en (145), waarvan (14) afvalt, omdat die oneven
is.

Bij iedere willekeurige operatie X kunnen we op deze manier
Jde bijbehorende permutatie vinden.,

7.2 Algorithme voor ribbeblokjes=invariante operéties.

Als we Je resultaten  van (e vorige paragraaf op een
rijtje zetten, dan zien we dat een operatie X dan en slechts
dan de ribbheblokjes invariant laat als aqeldt, dat  zowel X
als  LXL® als L'XL ribberlokie 3 op zijn plaats laat, 9ok
hebben we gezlien, dat iedere operatie die ribbeblokje 3 op
zijn plaats laat, is opuebouwd uit afwisselend R-lussen en
L=lussen,

De algorithme Jdie we dgaan bepalen bestaat uit 3 stappen:

1) %e hepalen een formule voor Re=lussen en L-lussen,
2) Voor iedere lenjte van een operatie bepalen we op welke

manier{en) we deze lenqgte kKunnen krijgen, ervan uitgaande
dat z0n operatie moet hestaan uif R-lussen en L=lussen,
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3) Bij de op deze wmanier gevonden operaties X wordt
gekontroteerd of or i1s voldaan aan e voorwaarde, dat ook
LXL? en L°XL blokje 3 op 2zijin plaats laat (i.e. is
opgebonwsd uit R-lussen en Le=lussen),

dal  het .lerde punt hetreft, kunnen we verwiljzen naar
paradraal 7.1, waarin  een wmanier is aanaegeven om te
kontroleren of een operatie blokje 3 vast laat.

Het bhepalen van de formules voor R-lussen en L=lussen
‘doen we wmet behulp van figuur 1 ult paragraaf 7.1.
Vanwedge syametrie~overwejingen is het voldoende te kijken
naar L-lussen, waarbij we, weer vanwede de symmetrie in de
tekening, ons kunnen beperken tot L=lussen die met de
draaling T beginnen,
Als we L tuegepast hebben zit ribbeblokje 3 op plaats 2. we
henben nu twee mogelijkheden:

1) Blokje 3 gaat een aantal keren (eventueel ook 0 keer)
heen en wseer tussen plaats 1 en 2, en gaat tenslotte via
plaats 2 teruy naar plaats 3.

2) Blokje 3 gaat een aantal keren heen en weer tussen plaats
1 en 2, en gaat tenslotte via plaats 1 Lerua naar plaats
3

De bijbeharende struktiuren van e Ii=lussen zijn dJdan als
volate

= LelL.L",¥nachtnl”’
= L.L.[L .L.)machtnl,

waarbij op de plaats van de punten R of Fk° ingevuld kan
worden, en waarbii n een niet-neygatief geheel getal is(2).

Matunrlijk krijaen we ook L-lussen als we overal [ door L*
en I," door L vervandaens

- L.IL L. Imachtnl
= L'uL’ Lo, Imachenl,”

Alle moaelijke R-lussen, tenslotte, krijagen we als we I, door
R en L° Jdour R® vervanjen:

(2) 9ok hier hedoelen we net "machtn": Lot +de macht
Ne Nat.jene wat tussen haakjes staat moeten we dus n
keer toepassen,
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= R.IR.R .1machtni’

= RL,R,IE,R.Iaachtny

-~ RSIR* R, ImachtnR

= RO.R G [RJR”FmachtnRk”

We zien dat we bhij ieder oneven getal k#1 1lussen kunnen
maken van lengte k.,

Het werk dat we bij het t(weede punt nmnoeten verrichten
kout er op neer, dat we voor ieder natuurliijk getal n moeten
bepalen hoeveel en welke rijtjes oneven yetallen groter of
Jelijk aan 3 er zijn, zodat de som van die qetallen qelijk
is aan n,

Kort samengevat:
Als n een natuurlijk getal is, dan bepalen we alle operaties
van lengte n, die de ribbeblokjes vast laten, als volat:

- RBepaal Alle riities hestaande uit oneven Jetallen
ongelijk aan 1, W3ATrVoor geldt dat de som van die
getallen yelijk is aan n

=~ Repaal bij ieder rijtje alle moyelijke operaties X die
bestaan uit een afwisselende recks R-lussen en L-lussen
met lenutes die overeenkomen met de detallen in  dat
rijtie

- Kontroleer of LXL® ean L°XL ook bestaan uit een
afwisselends reeks R~lnssen en L=lussen

Als Adat zo is dan is X een operatie, die alle ribheblokies
op hun plaats laat,.
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VIII DE SUPERGROEP VAN DE PYRAMIDE,

8,0 1Inleiding.

Tot nu toe hebben we bij het draaien aan de vlakken van
de pyramide alleen gelet op verwisselingen en draaiinaen van
de ribbeblokjes en de hoekhlokjes, We hebbhen niet qelet op
draaiingen en verwisselingen van de centra, Umdat we als
referentiekader de positie van de centra genomen hebben,
kKomen verwlsselingen van centra niet voor, Draaiingen van
centra echter wel, e kunnen deze zichtbaar maken door het
aanbrengen van een aerktekentje op ieder centrum, De aroep
waarnee we dan te maken Xrijgen noemen we de superdgroep van
‘le pyramide, en we geven haar aan met Ps,

O de struktuur  van deze dgroep te bepalen, Jaan  we
genrulk maken van het bhegrip duyaal:
4ls je bij een kubus van leder van de 6 vlakken het aidden
neent, en Je 4 punten - die Je dan Krijgt, beschouwt als
hoekpuinten van een nieuwe figuur, dan zie je dat ddat een
rejelmatiq achtvlak 1is; als je bij Adit achtvlak hetzelfde
doet, Krijj je weer een kubus.
Je zegygen dat het reagelmatias achtviak en het regelmatig
zesvliak (de Kuhus) elkaars duale ziijn,
Z0 71ijn 00K hiet rejelmatia twintigvlax en het regelmatia
twaalfvlak elkAars duale,
Als je bij de pyrasmilde de widdens van e zijde verbindt,
krijy Jje wecr een pyrawmide: De pyrawizle is zelf-duaal. Van
dit telt maken we in de kKomende paragrafen dgebruik.,

In paradgraaf 1 van dit  hoofdstuk bejinnen we met het
invoeren van het begrip duale van een operatle, in paraaraaf
Ra2 Jjadan we aalh de hand van een voorbeeld na hoe je zo'n
Jduqale  kunt nperekenen, en In parayraaf B.3 tenslotte, wordt
met beihulp van dit veorbeeld de struktuur van de Fs bepaald.

8,1 De duale van een operatie,

Wat gebeurt er nu einenlijk precies als je met een vlak
van e pyramide draait?
Laten we aannewen Jat wse met het [=vlak gedraaid hebhen,
Je kunt Jdan zeggen dat de 3 hoekblokjes en de 3 rinbeplokjes
dle  aan  centrum L arenzen, rechtsom doorqgeschoven zijn é&n
‘dat het centrun L 120 jraden rechtsom gedraaid is,
A0 hebhen wse er tot nu  toe tegJenaan gekKexken? de centra
blijven altlijil op hun plaats en Jeven dJde ori8ntatle van de
pyranilde aan; de hoekblokjes en e ribbeblokies kunnen
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verwisselen,

Aat we ook hadden  kunnenh doen, is zegaen Jat de
hoekblokjes altiid op hun plaats blijven en de orilntatie
van de pyramide aanjeven, en dat de centra en de

rinbeblokies Kunnen verwisselen, Als we dat doen, moeten we
vaststellen dat er helemaal geen hoekblokjes doorgeschoven
zijn! 4e  zZejgen nG dat het teyenover vlak L liggende
hoekblokje, hoekblokje L, 120 yraden rechtsom gedraaid 1is,
en dat de 3 aangrenzenie centra en de 3 aangrenzende
ribbeblokjes rechisow Jdoorjeschoven zijn,

In feite zegyen we belde keren hetzelfde:

= é&&n blokje (centrum L in het eerst yeval; hoekblokje 1 in
het twseede geval) is 120 graden rechtsom gedraaid

- de 3 aanqrenzen.e ribbeblokijes zijn rechtsom
doorgeschoven

= 3 andere aanqrenzende blokjes (hoekblokjes in het eerste
geval; centra in het tweede geval) zijn ook rechtsom
dooryeschoven

Het blijkt :lat de hoekplokies en de centra ecn
equivalente rol spalen 1in  het hele verhaal, Dit is een
direkt gevoly van het zelf-duaal zijn van de pyramide:
vlakken kun je heschouwen 4als hoekpunten; hoekpunten als
viakken,

In figuur 1 Kun je zien dat je z6 tegen de pyramide kunt
aankijken, lat het onderscheid tussen hoekblokjes en centra
volledig verdwiint:
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figuur 1,
de 6 hoekpunten van het rejgelmatige achtvlak stellen de
ribbeblokjes voor; 4 van Jde 8 centra van de vliakken komen
overeen et deé hoekblokjes en de andere 4 met de centra
van e pyramide,

Draalen wet een vlak van de pyramide (bijvoorbeeld vliak L)
korrespondeert dan in het achtvlak amet het draalen van
centruin L,  het rechtsomn Joorverwisselen van de 3
aangrenzende ribbeblokjes, en het rechtsom doorverwisselen
van de centra van de 3 aangrenzende vlakken,

Pit is precies hetzelfie als zegyen, dat Jje het tedgenover
centrunm L liggende centrum, ¢centrum 1, draait, de 3 aan
centrum 1 ygrenzende ribbeblokjes en de 3 aan centrum 1
Jrenzende centra dvorverwisselt,

Stel nu Adat we een operatie X hehlLen, Deze bestaat uit
een reeks Jdraaiinden  van  vlakken van de pyrmide, en we
henben dle. aangeieven door een reeks letters, die
korresponderen met de centra waaromheen gedraaid wordt,
de kunnen +Jdeze reeks ook opvatten als een reeks draalingen
rondom de hnekblokjes die loor die letters aangeduild worden,
dierdoor krijgen we weer een operatie (draalien rondom een
hoekblokje, dis draaien wet het tegenoverliggende vlak) en
deze twee operaties zullen we elkadars duale noemen,

Het 1s Aduideliijk clat 2 operaties die elkaars duale ziin,
hetzelfde soort effekt hebben op de pyramide, Dat wil zegaen
als een operatie biivoorbeeld 3 hoekhlokjes verwisselt en 2
ritthenhlokjes —-lraalt, dan verwisselt zijn duale 3 centra en
draalt 3 ribheblokjes, We werken echter steeds @et een
pyrailde waarin e centra Jde ori#ntatie bepalen, zZodat er in
het Lweede geval aesen 3 centra verwlsselen, Fr zullea dan
sat ribbenhlokjes verwisselen en draaien, zodat het 11jkt of
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er 3 centra verwisselt zijn (namelilk als je de hoekbinkies
Als vast heschouwt.,)

8,2 Berekening van de duale,

We bekijken de operatie (IL,RLRImacht2. op de 2~
vliaksperimnutatiekaart van ribbeblokjes =zien we dat dit een
lus om Jd is. 0mdat we slechts draaien wmet 2 vlakken,
kynnen er ook qgeen ribbeblokijes yedraaid zijn. heze
operatie laat Jus alle ribheblokjes vast, Met hehulp van de
2=vlidkspernutatiekaart van hoekblokjes 1s agemakkelijk na te
gqaan  dat, wat verwisselingen betreft, deze operatie

overeenkomt - met (0la). Kijken we nu o0o0K nog naar de
draalkaart van hoekblokjes, dan zien we dat we bij stand 26
(==++) ultkomen, lHet effekt van de operatie (LR‘LR)mwacht2

is dus (o=l+a=)r+. ‘et effekt wvan (LR’LR)machté is dan
{(o=l+a=)r+}lmacht3=o=~1=-a-

Herk verder op dat er deen enkel centrum gedraaid is na deze
operatie. et eniqye »at (LRLR)machtée Adoet, is dus de
hoekblokjes o, 1 en a linksom draaien. De duale van
(LR LR)machté  zal Jdan alleen de centra 0, L en A lIinksom
draaien,

Wwe gaan deze rdyale herekenen met pehulp van de

permutatiekaart van hockblokjes, Eerst moeten we rechtsom
rond hoekblokje 1 Jdraalen, Omdat we vertrekken vanuit Id,
zit hoekblokje 1 tegenover centrum L, en een draaling
rechtsom rond hoekblokje 1 komt dus overeen met L, pDaarna
moeten we linksom rond hoekblokje r draaien, dat inmiddels
teyenover centrum O zit, De tweede raaiing is dus 0°,
Voeren wse 07 uit, «dan 21t hoekblokje 1 op de plaats waar
hoekhblokje a oorspronikelijk zat. Een draaiing rechtsom rond
hoekblokje 1  KkKomt dus overeen met een «(draaiing met vliak A.
We kunnen zo doordaan. De operatie die we dan kriigen is:
(LOCARDALRAL OR)macht2,
Ter Kontrole kKunnen we deze reeks nalopen op de diverse
kaarten, en  dan zal blijken dat het steeds weer een 1lus om
Id 1s, 0Qok zien we dat centrum Kk ongedraaid 1is (6 Keer
rechtson), en dat de overlae centra linksom gedraaid zitten
(ieder centrum 4 Keer rechlsom en 2 kKeer linksom), zoals te
verwachten was.

8.3 De struktuur van Ps,

Uit de vorige paragraaf blijkt, dat we het drietal centra
N, L en A allen linksom Kunnen draaien, zonder dat er iets
met de hoekblokjes en ribbeblokjes «ebeurd is, Hit
syametrie-overweginagen volgt dan dat we een willekeuriaq
drietal linksom of rechtsom kunnen Jdraaten,
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Als we eerst een drictal centra rechtsom draaien en daarna
een ander drietal linksom, dan geeft dat als resultaat dar
er 2 centra ge.lraaid zijn: é&én centrum vechtsom en bhet
an‘fere linksoii, adat het niet mogelijk is éAn hoekblokje
alleen te Jdraaien, is het ook niet mwogelijk één centrum
alleen te raalen, vanwedge de dualiteit van hoekblokjes en
centra,

We weten al dat St isomorf is met
5 3
NREAARC2 *CI,

omdat we bij de supergroep van de pyramide niet éé&n centrum
alleen KkKunnen lraaien, maar wel ieder willekeuris tweetal,
is het aantal elementen van Ps 27 keer het aantal elementen
van St, en Ps is iso.sorf met

ta

i 6
ARKAARCD ¥(C3,
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A, APPELDIX

PRAKTISCHE UITVOERING VAN GEDRAAIDHEIDSDEFINITIES,

Voor een e lraaidheidsdefinitie mwoet Je elk hlokje een
hoofdrichting geven., Pat zou je praktisch ult kunnen voeren
door bij elk hlokje wen stickertje op een van de kanten te

plakken, De kant met hel stickertje erop is dan e
hoofdrichting,
itok  moest je onthouden hoe e hoofdrichtingen in de

heginstand zitten, Dat doen we door de hoofdrichtinagen in de
beginstand op de pyramide zelf aan te yeven,

de Jaan als volyt te werk: We halen een centrum van de
pyramide at, Fr wordt dan een schroefje zichtbaar, waarnhee
het centrum vastzat qaan het skelet, Dit schroefje draait
niet iwee met het vlak en DbliJft Jus altijad in dezelfde
positie ten opzichte van dat skelet, We maken nu een nieuw
centrum (eventueel met behulp van het oude) en bevestiaen
Ait aan het schroefije, itet moet wel z&dania gemaakt worden
dat dit nieuwe centrum boven het draaivlak uitsteekt, omdat
je anders niet meer kunt draaien,

Het centrum ver:deel Jje in 6 gebjeden (er <grepzen 6

blokjes aan)., Dit kan bijvoorbeeld als volgt aedaan worden
(figuur 1)
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figuur 1,

Jeder centruim verdelen we op deze manifer in o gebieden, Als
nu o van  een aangrenzeni blokje de hoofdrichting aan het
centrun grenst, plak je ook een sticker op het bijbehorend
Jehied van het centrum,

We kKunnen nig cenvoudig zien of een blokje gedraaid zit,
en zo ja, hoe het lan yedraaid zit (dit laatste in het aeval
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van hoekhblokjes): Telder blokje arenst aan precies &é&n yebied
vain een centrum, waar een stickertje op zit, Grenst nu het
stickertje van het blokKije aan «dat gebied, dan is het blokie
onjedraald, In het andere aeval zit het blokije gedraaid, en
als het een hoekhlokje 1is, kljk je of dat stickertije linksom
dan wel rechtsom qedraaid zit ten opzicht van dat
centrumstickertie,

Wwe Jeven een konkreet voorbeeld:
stel dat je pyramide er uit ziet als in figuur 2:

N e = . —— =8

figuur 2,

it deze tekKening kun je van elk blokje afleiden of het
Jgetrdald zit en op welke manier.
Het blokije op plaats RO biivoorheeld heeft zijn
hoofdrichting “Jrenzend aan een gebied van hel centrum R wadar
een punt (sticker) op zit on 1is Jdus niet aedraaid, Het
blokje op plaats ROL heeft zijn hoofdrichting niet urenzend
aan een ‘Jebled van een centrum, waar een punt op zit, on zit
dus wel yelraaid,
im te zien of het linkson of rechtsom geldraaid zit kKijken we
van buitenaf naar .de pyramide, en we zien dat op centrum &
wel een punt zit en lat het blokje Fal, dus linksom «gedraaid
zit,

Voor de volledigheida:
- het hoekblokije op plaats RO, zit linksom gedraaid
= het hoekblokje op plsats LOA z2it niet dgedraaid
= het hoekblokje op plaats ANKR z21lt rechtsom ovedraatd

- het hoekhlokje op plaats RILA zit niet gedraald
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- het ribbeblokje op plaats R is onuedraaid
- het ribveblokje op plaats RL is gedraaid
= het ribheblokje op plaats 1L.U is gedraaid
- het ribvenlokje op plaats AL is ongedraaid
- het ribbebhlokje op plaats AU is gedraaid
~ het ribheblokje op plaats AR 1s ongedraaid
Ne hierbnven -jetekende stand is trouwens niet door

draaien vanuit de beginstand te bereiken, Dit komt omdat er
een oneven aanhtal ribbeblokijes gedraaid zijn.
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